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ВІЗУАЛІЗАЦІЯ ВЗАЄМНОГО РОЗМІЩЕННЯ ТОЧОК МЕТРИЧНОГО ПРОСТОРУ 
ЗА ДОПОМОГОЮ ДИНАМІЧНОГО ГЕОМЕТРИЧНОГО СЕРЕДОВИЩА 

GEOGEBRA 3D 
 

Робота присвячена побудові математичної моделі зображення геометричних образів у 
метричних просторах за допомогою основних понять метричної геометрії. Головною 
особливістю цієї геометрії є можливість використання лише однієї характеристики, що 
встановлюється між точками метричного простору – відстані між ними, або метрики 
простору [1]. Це накладає на дослідження з метричної геометрії значні обмеження, та 
збільшує складність аналітичних співвідношень між її основними геометричними образами – 
прямолінійним розміщенням точок, плоским розміщенням точок, кутом і його числовою 
характеристикою. Образи класичних геометричних фігур евклідової геометрії – трикутник, 
тетраедр і таке інше можуть мати достатньо незвичні форми та властивості у метричній 
геометрії. Значний розвиток метричної геометрії у наш час зумовлений численними її 
застосуваннями у різних галузях науки та інженерії. Складність аналітичних перетворень у 
метричній геометрії частково компенсується можливістю застосування до них сучасних 
засобів обчислювальної техніки та комп’ютерної візуалізації геометричних образів.  

Однією із перепон до використання комп’ютерної візуалізації є необхідність 
використання формул перерахунку відстаней між точками метричного простору у декартові 
координати цих точок. Сучасні програмні засоби для зображення  геометричних образів 
використовують, у основному, задані координати точок. Це утруднює геометричну 
інтерпретацію цих образів та їх перетворення. У роботі пропонуються формули переходу від 
значень відстані між точками метричного простору до їх декартових координат у випадку 
геометричного образу тетраедра. Цей образ відіграє значну роль у встановленні фактів 
прямолінійного та плоского розміщення точок простору і дає можливість візуалізації впливу 
метрики простору на його геометричні властивості.  

Програмне забезпечення результатів роботи використовує як стандартні 
обчислювальні засоби та засоби візуалізації (електронні таблиці Excel, динамічне 
геометричне середовище GeoGebra 3D), так і окремі комп’ютерні застосунки для обчислення 
об’єму тетраедра за довжинами його ребер [2]. За допомогою вказаних засобів можна 
провести візуалізацію таких основних геометричних понять, як прямолінійне розміщення 
точок метричного простору [3], плоске розміщення точок метричного простору[4]. Ці 
поняття аналогічні відповідним поняттям класичної геометрії Евкліда, однак у метричних 
просторах вони можуть набувати окремих властивостей неевклідових геометрій. Деякі з 
класичних аналітичних співвідношень між елементами фігур та тіл геометрії Евкліда можуть 
бути виражені у термінах метричної геометрії [5], що свідчить про їх універсальність, та 
залежність від властивостей множини дійсних чисел.  

 Метою цієї роботи є представлення математичної моделі візуалізації взаємного 
розміщення точок метричного простору за допомогою динамічного геометричного 
середовища GeoGebra 3D, на прикладі візуалізації взаємного розміщення чотирьох точок 
простору (візуалізація тетраедра і плоского розміщення точок). 

Слід зазначити, що коли чотири точки метричного простору задані, то питання 
візуалізації їх взаємного розміщення наштовхується на питання можливості існування 
(побудови) тетраедра із заданими довжинами його ребер. Ця задача схожа із задачею про 
побудову трикутника за заданими довжинами його сторін, однак, для тетраедра вона значно 
складніша, оскільки усіх можливих варіантів побудови тетраедра (його орієнтації) набагато 
більше: 6! = 720. Якщо є однаковий набір шести довжин ребер тетраедра, то при різній його 
орієнтації тетраедр може існувати (може бути побудованим), може не існувати (не може бути 
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побудованим), або може бути виродженим (усі його вершини лежать у одній площині) [2]. В 
останньому випадку вершини тетраедра будуть плоско розміщеними у відповідному 
метричному просторі. Числові розрахунки об’єму тетраедра, при різних варіантах його 
орієнтації, можна провести за допомогою спеціального калькулятора [2]. 

Візуалізація образу тетраедра із заданими довжинами його ребер проводиться у 
системі тривимірних декартових прямокутних координат, за допомогою спеціально 
створеного у динамічному геометричному середовищі GeoGebra 3D калькулятора, 
розрахунки якого базуються на використанні отриманих формул координат вершин 
тетраедра. При цих розрахунках значною мірою використовуються поняття кута, утвореного 
трьома точками метричного простору, та його кутової характеристики [4]. За допомогою 
створеного калькулятора можна прослідкувати зміну геометричних властивостей образу 
тетраедра при зміні метрики простору. Зокрема, при зміні метрики простору може відбутись 
«виродження тетраедра» – його об’єм буде дорівнювати нулю, тобто, усі чотири його 
вершини будуть плоско розміщеними у відповідному метричному просторі. 

Оскільки візуалізація геометричних образів відображає взаємне положення точок з 
певною похибкою, то на цей випадок у калькуляторі передбачене відображення 
розрахованих числових значень координат вершин тетраедра, квадрату його об’єму, а також 
значення для перевірки можливості існування кожного з чотирьох трикутників, вершинами 
яких є вершини тетраедра, за довжинами їх сторін (різниця між сумою довжин двох сторін 
трикутника та довжиною третьої його сторони).  

За результатами роботи можна зробити висновки про те, що застосування сучасних 
засобів динамічної візуалізації геометричних образів дає можливість проводити геометричну 
структуризацію множин точок у різних метричних просторах. Зокрема, з’являється 
можливість більш глибокого вивчення властивостей функцій та їх взаємозв’язків. 
Геометричну структуризацію метричних просторів можна звести до звичних геометричних 
образів класичної геометрії Евкліда, з можливістю візуалізації елементів неевклідових 
геометрій.  

Подальші дослідження у цьому напрямі слід спрямувати на побудову більш складних 
геометричних образів, які є композицією образів тетраедра. Крім того, інтерес представляє 
також питання про моделювання властивостей паралельного та перпендикулярного 
розміщення точок метричного простору.  
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