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ЕЛЕМЕНТИ ГРАФІЧНОЇ ІНТЕРПРЕТАЦІЇ  

ПІД ЧАС ВИВЧЕННЯ СТУДЕНТАМИ МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРІВ 
 
У статті акцентується, що під час вивчення теорії метричних просторів здобувачами 

вищої освіти фізико-математичних та інженерних спеціальностей виникають труднощі 
з розумінням основних співвідношень між окремими точками та множинами точок 
конкретного метричного простору. Звертається увага на те, що труднощі в засвоєнні 
студентами відповідного матеріалу значною мірою пов’язані з фактичною відсутністю 
геометричної інтерпретації цих понять у різних метричних просторах. Для полегшення 
засвоєння основних понять цієї теорії у статті пропонується використовувати геометричну 
інтерпретацію та цифрову візуалізацію властивостей взаємного розміщення точок метричного 
простору. Констатується, що геометричні властивості метричних просторів доцільно 
демонструвати студентам на прикладах евклідових просторів першого, другого та третього 
порядків. Наголошується, що властивості взаємного розміщення точок простору можуть 
значно змінюватись зі зміною його метрики, що пояснюється зміною внутрішньої геометрії 
простору. У статті наведено приклади такої зміни.  

Розглядаються приклади геометричної інтерпретації окремих понять метричного 
простору залежно від зміни метрики цього простору. Геометрична інтерпретація, звичайно, 
зводиться до порівняння цих понять із відповідними їх інтерпретаціями в евклідових просторах 
першого, другого та третього порядків. Це дає можливість наочно побачити зміну внутрішньої 
геометрії метричного простору в разі, коли його метрика не є метрикою евклідового простору. 
Така інтерпретація демонструє відмінності між евклідовою та неевклідовими геометріями, 
що покращить їх розуміння студентами.  

Матеріал статті побудовано на прикладах простих метричних просторів, для розуміння 
яких достатньо змісту шкільного курсу математики. Тому цей матеріал можна 
використати під час викладання математики в закладах загальної середньої освіти. 

Ключові слова: метричні простори, метрика, геометрична інтерпретація, заклади вищої 
освіти, заклади загальної середньої освіти, профільний рівень навчання, позакласна робота 
з математики.  

 
Постановка проблеми. Вивчення метричних просторів студентами базується 

на фундаментальному понятті відстані між двома точками простору, яке було введене 
в розгляд у вигляді аксіом метричного простору французьким математиком Морісом 
Рене Фреше 1906 року. На початку вивчення теорії метричних просторів наводиться 
достатня кількість прикладів таких просторів, включно з одновимірним, двовимірним 
і тривимірним евклідовими просторами. Геометрична інтерпретація взаємного 
розміщення точок таких просторів реалізується відповідно на одновимірній, двовимірній 
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і тривимірній прямокутних (декартових) системах координат. Ці системи координат 
знайомі студентам зі шкільного курсу математики, і геометрична інтерпретація 
взаємного розміщення точок у цих просторах не викликає в них особливих труднощів. 
Відповідно це сприяє розумінню студентами відповідних співвідношень між точками 
евклідових просторів більш високих порядків, хоча конкретної геометричної 
інтерпретації ці співвідношення не мають. При цьому, як правило, зберігається 
термінологія, пов’язана з відповідними співвідношеннями в евклідових просторах 
першого, другого і третього порядків.  

Якщо метричний простір не є евклідовим, то, як правило, геометрична 
інтерпретація взаємного розміщення точок цього простору не розглядається. 
Це пов’язано зі значною зміною геометрії простору, й основні геометричні поняття, 
якими студенти звикли оперувати у шкільному курсі математики, набувають зовсім 
інших форм і властивостей. Зокрема, студентам слід пояснювати, що прямі лінії можуть 
перетворюватися на криві, обмежені геометричні об’єкти можуть перейти в необмежені, 
можуть порушуватися властивості паралельності та перпендикулярності прямих і таке 
інше. Інколи геометричні властивості таких просторів суперечать нашим природним 
уявленням про навколишнє середовище. Усе це значно ускладнює розуміння студентами 
теорії метричних просторів.  

У цій статті нами наведено приклади геометричної та графічної інтерпретацій 
взаємного розміщення точок в окремих класичних метричних просторах, 
які не є евклідовими. Ці простори мають достатньо просте означення відстані між їхніми 
точками. Для розуміння цих означень студентам достатньо знань зі шкільного курсу 
математики, які мають просту і зрозумілу навіть для учнів середніх класів геометричну 
інтерпретацію. Це дає можливість використати геометричні властивості евклідових 
просторів у геометричній інтерпретації властивостей окремих неевклідових просторів. 
Крім того, стає можливим простежити зміну геометрії певного простору під час зміни 
його метрики, що значно полегшує засвоєння студентами елементів неевклідових 
геометрій, які вивчаються ними в курсі основ геометрії.  

Аналіз досліджень. Серед досліджень, присвячених питанням геометризації 
метричних просторів, слід виокремити фундаментальні монографії M. Берже [8] 
та Д. Бураго [10], у яких викладено основні положення та найновіші дослідження 
з метричної геометрії. Значні досягнення в цьому напрямку належать K. Менгеру [14] 
та Л. Блюменталю [9]. Серед вітчизняних робіт, присвячених різноманітним питанням 
геометризації метричних просторів, можна відзначити роботи А. Довгошей [3], 
С. Галущак [2], В. Кузьмича [4; 5], О. Савченко [15; 16]. Питання візуалізації геометричних 
властивостей метричних просторів розглядалися в роботах І. Ленарт [12; 13], 
К. Валько [1], В. Кузьмича [11]. Питання впровадження елементів теорії метричних 
просторів у шкільний курс математики та позакласну роботу з математики розглядалися 
в дисертації І. Следзинського [7]. Ця стаття є логічним продовженням наукової роботи 
«Використання елементів геометрії під час вивчення студентами метричних 
просторів» [6]. 

Мета статті – полегшити здобувачам вищої освіти фізико-математичних 
та інженерних спеціальностей засвоєння основних положень і набуття геометричних 
компетентностей під час вивчення теорії метричних просторів та функціонального 
аналізу. Матеріал статті відкриває можливість цифровізації навчального процесу під час 
викладання математики в закладах загальної середньої освіти та ознайомлення 
їх здобувачів з основами неевклідових геометрій. 

Виклад основного матеріалу. Під час викладення подальшого матеріалу будемо 
уникати складних математичних означень і розрахунків, звертаючи більше уваги 
на методи інтерпретації та візуалізації геометричних властивостей метричних просторів. 
Усі необхідні означення, формули та розрахунки наведено в іншій нашій праці [6].  
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Здобувачів вищої освіти доцільно ознайомити з поняттям прямолінійного 
розміщення точок метричного простору, акцентувавши, що три точки 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3 
метричного простору 𝑋, з метрикою (відстанню) ? ? розміщені прямолінійно в цьому 
просторі, якщо відстань між двома з них дорівнює сумі відстаней від третьої точки до цих 
двох точок: ? ? (𝑀1, 𝑀2) =? ? (𝑀1, 𝑀3)+? ? (𝑀2, 𝑀3), або коротше: ? ?12 =? ?13+? ?23. Якщо будь-
які три точки множини 𝐴 точок метричного простору 𝑋 розміщені прямолінійно у цьому 
просторі, то будемо казати, що множина 𝐴 прямолінійно розміщена у просторі 𝑋.  

У зазначеній праці ([6]) розглянуто приклад чотирьох точок 𝑀1(0; 1), 𝑀2(0; −1), 
𝑀3(−1; 0), 𝑀4(1; 0), які у двовимірній декартовій (прямокутній) системі координат 
(у двовимірному евклідовому просторі 𝑅2) лежать у вершинах квадрату з довжиною 

сторони √2. За відстань між двома точками цього простору беруть довжину відрізка, який 
з’єднує ці точки. Тобто в цьому просторі виконуються рівності ? ?13 =? ?23 =? ?24 =? ?14 =

√2, а також ? ?12 =? ?34 = 2 (рис. 1).  

 
Рис. 1. Положення точок 𝑴𝟏, 𝑴𝟐, 𝑴𝟑 у просторі 𝑹𝟐  

 
Відстань між точками 𝑀1(𝑥1; 𝑦1) і 𝑀2(𝑥2; 𝑦2) координатної площини можна вибрати 

інакше – наприклад, за формулою:  
? ?12 = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥1 − 𝑥2|; |𝑦1 − 𝑦2|}, 

і такий простір позначають 𝑅0
2. Якщо за цією формулою вирахувати відстані між 

точками 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4, то будемо мати ? ?12 = 2, ? ?13 = 1, ? ?14 = 1, ? ?23 = 1, ? ?24 = 1, ? ?34 =
2 [16]. У цьому разі легко перевірити, що будь-які три з цих точок прямолінійно 
розміщені, а отже, усі чотири точки прямолінійно розміщені у просторі 𝑅0

2. Цей приклад 
вказує на зміну геометричних властивостей простору при зміні його метрики 
(викривлення простору). Одночасно слід акцентувати увагу студентів на тому, що цей 
приклад вказує на існування неевклідової геометрії й демонструє певні її метричні 
властивості. Цей приклад можна проілюструвати студентам також і наочно. Зокрема, 

якщо за точки простору взяти точки кола радіусом 𝑅 =
2

??
, довжина якого буде 

дорівнювати чотирьом, а за відстань між двома його точками вибрати довжину 
найменшої з двох дуг кола, які з’єднують ці точки, то точки 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 будуть 
розміщені на кінцях двох взаємно перпендикулярних діаметрів цього кола (рис. 2).  

 
Рис. 2. Інтерпретація прямолінійного розміщення точок 𝑴𝟏, 𝑴𝟐, 𝑴𝟑, 𝑴𝟒 у просторі 𝑹𝟎

𝟐  
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Незважаючи на подібність розміщень точок 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 в обох випадках, 
їх сутність значно відрізняється. На рис. 2 усі точки кола розміщені прямолінійно 
у просторі 𝑅0

2. Це демонструє зміну геометрії простору при зміні його метрики, 
й образом прямої лінії в цьому переході стало коло. Слід акцентувати увагу студентів 
на тому, що зобразити розміщення точок 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3, 𝑀4 на числовій осі (в одномірному 
евклідовому просторі 𝑅1) не можливо, оскільки у просторі 𝑅0

2 кожна з цих точок лежить 
між деякими двома іншими. 

Для розуміння студентами просторового розміщення точок рекомендується 
розглянути приклад геометричної інтерпретації розміщення точок метричного 
простору, кожна точка 𝑦 якого є лінійною функцією 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏, означеною на відрізку 
[0; 1]. За відстань між двома точками 𝑦1 і 𝑦2 цього простору можна вибрати число 

. Простір з такою метрикою позначають 𝐶[0;1]. 
Розглянемо у просторі 𝐶[0,1] чотири функції (точки простору): 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 1, 𝑦3 = 𝑥, 

𝑦4 = 1 − 𝑥. У просторі 𝑅2 графіки цих функцій мають вигляд як на рис. 3.  

 
Рис. 3. Графіки функцій 𝒚𝟏, 𝒚𝟐, 𝒚𝟑, 𝒚𝟒 у просторі 𝑹𝟐 

 
За метрикою простору 𝐶[0,1] відстані між точками 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4 будуть такими: ? ?12 =

? ?13 =? ?14 =? ?23 =? ?24 =? ?34 = 1. Геометричною інтерпретацією такого розміщення 
точок у просторі 𝐶[0;1] можуть бути чотири вершини правильного тетраедра 
у тривимірному евклідовому просторі (просторі 𝑅3), довжини ребер якого дорівнюють 
одиниці.  

Для більш глибокого розуміння студентами попереднього прикладу слід 
використати цифрову візуалізацію відповідного розміщення точок. При цьому можна 
використати, наприклад, динамічне геометричне середовище GeoGebra 3D. Складність 
у цьому разі полягає в тому, що практично всі засоби цифрової візуалізації вимагають 
уведення координат вершин тетраедра. Однак авторами отримано відповідні формули, 
за якими встановлюються ці координати, враховуючи орієнтацію тетраедра та довжини 
його ребер. Це дає змогу будувати в динамічному геометричному середовищі GeoGebra 
3D зображення цього тетраедра, причому його можна повертати у просторі й розглядати 
піраміду з усіх можливих ракурсів (рис. 4). 

 
Рис. 4. Інтерпретація розміщення точок 𝒚𝟏, 𝒚𝟐, 𝒚𝟑, 𝒚𝟒 простору 𝑪[𝟎,𝟏] у просторі 𝑹𝟑 
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Висновки. Наведені в роботі приклади візуалізації геометричних властивостей 
найпростіших метричних просторів, відмінних від евклідових, указують на можливість 
такої візуалізації в більш складних випадках взаємного розміщення точок метричного 
простору. Це полегшить розуміння та засвоєння студентами основних понять теорії 
метричних просторів. Розв’язування задач на побудову геометричних інтерпретацій 
різних множин точок метричних просторів сприятиме формуванню геометричних 
компетентностей студентів і дозволить сформувати окремий розділ таких задач у теорії 
метричних просторів. 

Оскільки при побудові геометричної інтерпретації та візуалізації взаємного 
розміщення точок метричного простору використовуються найпростіші поняття 
метричної геометрії, елементарні аналітичні перетворення та доступні графічні засоби, 
то окремі задачі можна розглядати при вивченні відповідних розділів у курсі шкільної 
математики учнями профільних класів із поглибленим вивченням математики 
або в різних формах неформальної освіти. Таким чином, здобувачі освіти закладів 
загальної середньої освіти можуть отримати початкові відомості про найпростіші 
поняття та властивості неевклідових геометрій. 

У подальшому науковому пошуку слід розробити систему задач зі створення 
графічних інтерпретацій та цифрових візуалізацій основних властивостей взаємного 
розміщення точок основних метричних просторів, які можуть бути використані 
викладачами та студентами закладів вищої освіти. Зокрема, доцільно розробити 
відповідні задачі з графічної інтерпретації та цифрової візуалізації властивостей 
перпендикулярного й паралельного розміщення точок метричного простору.  
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