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Фрактальнiсть множини розв’язкiв
одного класу рiвнянь,

якi мiстять функцiю частоти цифр

О. В. Котова

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова)

Анотацiя. Вказано алгоритм побудови коренiв рiвняння ν1(x) = x, де ν1(x) —
частота цифри 1 в трiйковому розкладi числа x. Обчислено розмiрнiсть Хаусдорфа-
Безиковича множини коренiв рiвняння, якi знаходяться за вказаним алгоритмом.
Цим самим отримано нижню оцiнку розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича множини
всiх розв’язкiв дослiджуваного рiвняння.

Abstract. The algorithm of construction of the roots of the equation ν1(x) = x is
given, here ν1(x) is the frequency of the digit 1 in a triadic decomposition of x. The
Hausdorff-Besicovitch dimension of the set of the roots of this equation is obtained,
the roots are calculated in accordance with this algorithm. This means that the lowest
estimation of the Hausdorff-Besicovitch dimension of the set of all decisions of the given
equation is obtained.

Нехай 0, c1c2 . . . cm . . . — формальний (символiчний) запис деякого числа x ∈ [0; 1]

в трiйковiй системi числення, ci = ci (x) ∈ {0, 1, 2}, тобто

x ≡ 0, c1c2 . . . cm . . . =
∞∑

m=1

3−mcm. (1)

Добре вiдомо, що кожне iррацiональне x має єдиний розклад (1), а деякi рацiо-
нальнi числа мають їх два (такi називаються трiйково-рацiональними).

Справдi 0, c1 . . . cm−1cm00 . . . 0 . . . = 0, c1 . . . cm−1(cm − 1)22 . . . 2 . . ., cm �= 0.
Нехай Ni (x, n) = # {k : ck (x) = i, k ≤ n} — це кiлькiсть цифр

”
i“ в трiйковому

розкладi числа х до n-го мiсця включно, i = 0, 1, 2. Якщо iснує границя lim
n→∞

Ni (x, n)

n
,

то її значення νi (x) називається частотою цифри
”
i“ в трiйковому зображеннi числа

х.
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Поняття частоти цифр зображення дiйсного числа в s-адичному розкладi є про-
дуктивним у рiзних вiдношеннях. В термiнах частоти формулюються нормальнi вла-
стивостi чисел, формально просто задаються фрактали тощо. Функцiя частоти ци-
фри є всюди розривною i має непросту локальну поведiнку. Ще бiльш складною є
динамiка на числовiй прямiй породжена цiєю функцiєю. В данiй роботi ми продов-
жуємо [11] вивчати множину iнварiантних точок вiдображення y = ν1(x), де ν1(x) —
частота цифри 1 у зображеннi числа x в трiйковiй системi числення. Ми вказуємо

”
масивну“ множину iнварiантних точок цього вiдображення i обчислюємо її роз-

мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, тим самим отримуємо нижню оцiнку розмiрностi
Хаусдорфа-Безиковича множини всiх iнварiантних точок. Цi дослiдження напевно
можна вважати продовженням дослiджень Безиковича [12], Егглстона [13, 14], Бiл-
лiнгслi [7], Фолькмана [15] в яких отриманi результати про розмiрнiсть Хаусдорфа-
Безиковича рiзних фрактальних множин, означених в термiнах частот цифр.

Теорема 1. Для довiльної нескiнченної послiдовностi нулiв та одиниць {εn}
iснують такi γ5i+1, γ5i+2, γ5i+3, γ5i+4 (i = 0, 1, 2, . . .), що число

x = 0, γ1γ2γ3γ4ε1γ6γ7γ8γ9ε2 . . . γ5i+1γ5i+2γ5i+3γ5i+4εi+1 . . . ,

є розв’язком рiвняння

ν1 (x) = x. (2)

Доведення. Нехай {εn} — довiльна фiксована нескiнченна послiдовнiсть нулiв
та одиниць; s1 = 1, sn+1 = 3sn , en = sn+1 − sn, n = 1, 2, . . . .

Розглянемо послiдовнiсть трiйково-рацiональних чисел x = 0, γ1 . . . γsk
, де трiйко-

вi цифри γi числа xk обчислюється за наступними правилами:

x1 =
γ1

3
=

1

3
, x2 = 0, 1β11β21,

β11 = [(s1 + 1) x1] − [s1x1] = [2x1] − [x1] =

[
2

3

]
−

[
1

3

]
= 0,

β21 = [(s1 + 2) x1] − [(s1 + 1) x1] = [3x1] − [2x1] =

[
3

3

]
−

[
2

3

]
= 1.

Тодi
β11 + β21 = [3x1] − [x1] = 3x1 − [x1] .

Нехай N1(xk) — кiлькiсть одиниць в трiйковому розкладi числа xk, тобто
N1(xk) = N1(xk, sk). Тодi кiлькiсть одиниць в трiйковому розкладi числа x2 обчислю-
ється за формулою:

N1 (x2) = N1 (x1) +

e1∑
j=1

βj1 = N1 (x1) + 3x1 − [x1] .
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Вiдносна частота одиниць в трiйковому розкладi числа x2 дорiвнює
N1 (x2)

s2

=
N1 (x1) + 3x1 − [x1]

3
= x1 +

N1 (x1)

3
− [x1]

3
.

Для числа x3 = 0, γ1γ2γ3β12β22 . . . β(24)2

β12 = [(s2 + 1) x2] − [s2x2] = [4x2] − [3x2] ;

β22 = [(s2 + 2) x2] − [(s2 + 1)x2] = [5x2] − [4x2] ;

. . . . . . . . .

βe22 = [(s2 + e2) x2] − [(s2 + e2 − 1) x2] = [3s2x2] − [(3s2 − 1) x2] =

= [3s2x2] − [3s2x2 − x2] = 3s2x2 − (3s2x2 − 1) = 1.

Покажемо, що серед βi2, β(i+1)2, β(i+2)2, де 0 < i < e2 − 2, є принаймнi один нуль
та одна одиниця.

Оскiльки γ1 = 1, то x2 ≥ 1

3
. Оскiльки β11 = 0, то x2 ≤ 1

3
+

1

9
=

4

9
.

Оцiнимо кiлькiсть одиниць S2 серед серiї цифр βi2, β(i+1)2, β(i+2)2.

S2 = βi2 + β(i+1)2 + β(i+2)2 = [3x2 + {(s2 + i + 2)x2}];[
3 · 1 + 0

3

]
≤ S2 ≤

[
3 · 4
9

+ 1

]
;

1 ≤ S2 ≤ 2.

Якщо для числа x3 γ5·c = βi2 �= εc (0 < i < e2), то:
–при i < 4 на мiсцi γ5·c записуємо εc;

–при i > 4 мiняємо мiсцями γ5·c з найближчим, не рiвним йому мiж γ5·c−4 та γ5·c
так, щоб залишитись в серiї добудованих βi2.

В результатi ми отримуємо x3 = 0, γ1γ2γ3γ4ε1γ6γ7γ8γ9ε2 . . . γs3 .

Кiлькiсть одиниць в трiйковому розкладi числа x3 дорiвнює

N1 (x3) = N1 (x2) +

e2∑
j=1

βj2 − γ5 + ε1 = N1 (x2) + 3s2x2 − [s2x2] − γ5 + ε1 =

= N1 (x2) + 27x2 − [3x2] − γ5 + ε1.

Тодi вiдносна частота одиниць в трiйковому розкладi числа x3 дорiвнює
N1 (x3)

s3

=
N1 (x2) + 27x2 − [3x2] − γ5 + ε1

27
= x2 +

N1 (x2)

27
− [3x2] − ε1 + γ5

27
.

Аналогiчно за числом x3 будується число x4, за числом x4 - число x5, i т.д.
Нехай вже побудоване число xk = 0, γ1γ2 . . . γsk

.

Для числа xk+1 = 0, γ1γ2 . . . γsk
β1kβ2k . . . βekk

β1k = [(sk + 1) xk] − [skxk] = [skxk] + [{skxk} + xk] − [skxk] =

= [{skxk} + xk] =
[
0, γsk−1+1 . . . γsk

+ xk

]
;

β2k =
[{

0, γsk−1+1 . . . γsk
+ xk

}
+ xk

]
;
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. . . . . . . . .

βjk =
[{

0, γsk−1+1 . . . γsk
+ (j − 1)xk

}
+ xk

]
;

. . . . . . . . .

βekk = [(sk + ek) xk] − [(sk + ek − 1) xk] = [3skxk] − [(3sk − 1) xk] =

= [3skxk] − [3skxk − xk] = 3skxk − (3skxk − 1) = 1.

Покажемо, що серед βik, β(i+1)k, β(i+2)k, де 0 < i < ek − 2, є принаймнi один нуль
та одна одиниця.

Оскiльки γ1 = 1, то xk ≥ 1

3
. Оскiльки β11 = 0, то xk ≤ 1

3
+

1

9
=

4

9
.

Оцiнимо кiлькiсть одиниць Sk серед серiї цифр βik, β(i+1)k, β(i+2)k.

Sk = βik + β(i+1)k + β(i+2)k = [3xk + {(sk + i + 2)xk}];[
3 · 1 + 0

3

]
≤ Sk ≤

[
3 · 4
9

+ 1

]
;

1 ≤ Sk ≤ 2.

Якщо при побудовi xk+1 цифра γ5·c = βik �= εc (0 < i < ek), то
–при i < 4 на мiсцi γ5·c записуємо εc (N1 (xk+1) змiниться на (εc − γ5c));
–при i > 4 мiняємо мiсцями γ5·c з найближчим, не рiвним йому мiж γ5·c−4 та γ5·c

так, щоб залишитись в серiї добудованих βik (при цьому N1 (xk+1) не змiниться).
В результатi ми отримали x = 0, γ1γ2γ3γ4ε1γ6γ7γ8γ9ε2 . . . γsk+1

.

Кiлькiсть одиниць в трiйковому розкладi числа xk+1 дорiвнює

N1 (xk+1) = N1 (xk) +

ek∑
j=1

βjk − γ5c + εc.

Оскiльки β1k + β2k + . . . + βekk = 3skxk − [skxk], то

N1 (xk+1) = N1 (xk) + 3skxk − [skxk] − γ5c + εc.

Вiдносна частота одиниць в трiйковому розкладi числа xk+1 дорiвнює
N1 (xk+1)

sk+1

=
N1 (xk) + 3skxk − [skxk] − γ5c + εc

3sk
= xk +

N1 (xk)

3sk
− [skxk]

3sk
+

εc − γ5c

3sk
.

I т.д. Тодi x = lim
k→∞

xk i αn (x) = αn (xk) при n = 1, sk для всiх k.

Виразимо та оцiнимо рiзницю
N1 (xk+1)

sk+1

− xk:

N1 (xk+1)

sk+1

− xk =
N1 (xk)

3sk
− [skxk]

3sk
+

εc − γ5c

3sk
.

Оскiльки N1 (xk) ≤ sk, то
N1 (xk)

3sk
− [skxk]

3sk
≤ sk

3sk
.

Враховуючи, що xk < 1, отримаємо skxk < sk, [skxk] ≤ skxk < sk i

−sk + 1

3sk
<

N1 (xk)

3sk
− [skxk]

3sk
≤ sk + 1

3sk
.
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Отже, ∣∣∣∣N1 (xk+1)

sk+1

− xk

∣∣∣∣ ≤ sk + 1

3sk
.

Якщо k → ∞, то
sk

3sk
→ 0. Якщо xk → x, то

N1 (xk+1)

sk+1

→ ν1 (x).

Доведемо, що ν1 (x) = lim
k→∞

N1 (xk+1)

sk+1

= x.

Нехай x = 0, γ1γ2 . . . γn . . ., un = 0, γ1γ2 . . . γn.
Тодi x1 = us1 , x2 = us2 , . . . , xk = usk

, де s1 = 1, s2 = 3s1 = 3, . . . , sk = 3sk−1 .

Доведемо, що iснує lim
n→∞

N1 (un)

n
.

Для довiльного n iснує таке k, що xk+1 < un ≤ xk+2, (sk+1 < n ≤ sk+2).
Звiдси un > xk+1, n = sk+1 + j, де j - деяке натуральне число, 1 ≤ j ≤ 3sk+1 − sk+1.
За означенням числа un маємо:

N1 (un) = [(sk+1 + j) xk+1] − [sk+1xk+1] + N1 (xk+1) + δ,

де |δ|— кiлькiсть змiн γ5·c = βik �= εc (0 < i < ek) на εc, що вплинули на кiлькiсть
одиниць в трiйковому розкладi числа un, |δ| ≤ 2.

Подамо N1 (xk+1) у виглядi: N1 (xk+1) = sk+1xk − [skxk] + N1 (xk) .

Тодi

N1 (un) = [(sk+1 + j) xk+1] − [sk+1xk+1] + sk+1xk − [skxk] + N1 (xk) + δ.

Подамо [sk+1xk+1] у виглядi: [sk+1xk+1] = sk+1xk + [sk+1 (xk+1 − xk)] .

Тодi

N1 (un) = [(sk+1 + j) xk+1]− sk+1xk − [sk+1 (xk+1 − xk)] + sk+1xk − [skxk] + N1 (xk) + δ =

= [(sk+1 + j) xk+1] − [sk+1 (xk+1 − xk)] − [skxk] + + N1 (xk) + δ.

Тому вiдносна частота одиниць в трiйковому розкладi числа un дорiвнює
N1 (un)

sk+1 + j
=

[(sk+1 + j) xk+1] − [sk+1 (xk+1 − xk)] − [skxk] + N1 (xk) + δ

sk+1 + j
.

N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1 =

[(sk+1 + j) xk+1] − (sk+1 + j) xk+1

sk+1 + j
− [sk+1 (xk+1 − xk)]

sk+1 + j
−

− [skxk]

sk+1 + j
+

N1 (xk)

sk+1 + j
+

δ

sk+1 + j
.

Тодi∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ [(sk+1 + j) xk+1] − (sk+1 + j) xk+1

sk+1 + j

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ [sk+1 (xk+1 − xk)]

sk+1 + j

∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣ [skxk]

sk+1 + j

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ N1 (xk)

sk+1 + j

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ δ

sk+1 + j

∣∣∣∣ ≤ 1

sk+1

+ (xk+1 − xk) +
sk

sk+1

+
sk

sk+1

+
2

sk+1

=

= (xk+1 − xk) +
2sk + 3

sk+1

< (xk+1 − xk) +
3sk

sk+1

.



ФРАКТАЛЬНIСТЬ МНОЖИНИ РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОГО КЛАСУ РIВНЯНЬ... 157

Нехай ε — довiльне додатне число. Оскiльки lim
k→∞

xk = x, то iснує таке натуральне

число p1, що при n > p1 виконується нерiвнiсть: |xn − x| <
ε

10
.

Тодi, якщо n > p1 i r > p1, то

|xn − xr| = |xn − x + x − xr| ≤ |xn − x| + |x − xr| <
ε

10
+

ε

10
=

ε

5
;

|xn − xr| <
ε

5
.

Оскiльки sn+1 → 0 при n → ∞, то iснує таке натуральне число p2, що
sn

sn+1

<
ε

5
при n > p2.

Покладемо p = max {p1, p2}.
Припустимо, що n -конкретне натуральне число, яке задовольняє умовi n > sp+2.
Тодi для такого натурального числа iснує число k таке, що sk+1 < n ≤ sk+2.
Доведемо, що k > p.
Припустимо, що k ≤ p, тодi k + 2 ≤ p + 2. Звiдки n < sp+2, а це суперечить умовi

n > sp+2.
Тодi ∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1

∣∣∣∣ < (xk+1 − xk) +
3sk

sk+1

<
ε

5
+

3ε

5
=

4ε

5
.

∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1 + xk+1 − x

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1

∣∣∣∣ + |xk+1 − x| <
4ε

5
+

ε

10
< ε.

Отже, ∀ε > 0 ∃n ∈ N (n > sN+2)

∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− x

∣∣∣∣ < ε, тобто iснує lim
n→∞

N1 (un)

sk+1 + j
i

дорiвнює x. �

Теорема 2. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини K розв’язкiв рiвня-
ння (2), отриманих за алгоритмом, наведеним при доведенi теореми 1, дорiвнює
1

5
log3 2.

Доведення. Добре вiдомо [8], що при визначеннi розмiрностi Хаусдорфа-Бези-
ковича можна обходитись трiйковими цилiндрами. Розглянемо покриття множини
K цилiндрами однакового рангу m. α-Об’єм такого покриття

�Lα
m =

⎧⎨
⎩

2k−1
(
3−(5k−j)

)α при m = 5k − j, j ∈ {4, 3, 2, 1},

2k
(
3−(5k)

)α при m = 5k, k ∈ N.

(3)

Очевидно, що L5k−1 < L5k−j, при j ∈ {2, 3, 4, 5}. Тому розглядатимемо α-покриття
множини K цилiндрами рангу n = 5k−1. Тодi ентропiйна α-мiра Хаусдорфа [2, c.54]
множини K виражається
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Ĥα(K) = lim
k→∞

2k−1

3(5k−1)α
=

3α

2
lim
k→∞

2k

35kα
=

3α

2
lim
k→∞

(
2

35α

)k

.

З останнього виразу видно, що

Ĥα(K) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 при α >
1

5
log3 2,

∞ при α <
1

5
log3 2;

(4)

тобто ентропiйна розмiрнiсть множини K дорiвнює α =
1

5
log3 2.

Покажемо, що розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини K дорiвнює
1

5
log3 2.

Розглянемо довiльне скiнченне покриття множини K трiйковими цилiндрами {uj}
(j = 1, l) i покажемо, що при α =

1

5
log3 2 попереднє рангове покриття є

”
непокращу-

ваним“.
Нехай uj — один з цилiндрiв покриття. Тодi |uj| = 3−n для деякого n ∈ N.

Покладемо n = 5p − r, r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Тодi α-об’єм покриття тiєї частини мно-
жини K, що належить Δj, тобто множини K

⋂
Δj, цилiндрами рангу 5p − r + m

обчислюється за формулою:

�Lα
5p−r+m(K

⋂
Δj) =

⎧⎨
⎩

2k−1
(
3−(5p−r+5k−j)

)α при m = 5k + r − j, j ∈ {4, 3, 2, 1},

2k
(
3−(5p−r+5k)

)α при m = 5k + r, k ∈ N.
(5)

Покажемо, що Lα
5p−r+m(K

⋂
uj) ≤ Vn =

(
3−(5p−r)

)α
.

Очевидно, що L5(p+k)−1 < L5(p+k)−j, при j ∈ {2, 3, 4, 5}. Тому розглядатимемо α-
покриття множини K

⋂
Δj цилiндрами рангу 5(p + k) − 1. Його α-об’єм дорiвнює

2k−1
(
3−(5p+5k−1)

)α
.

Оскiльки
(

2

35α

)k

= 1 i
3(1−r)α

2
< 1, то при α =

1

5
log3 2

2k−1
(
3−(5p+5k−1)

)α
=

(
3−(5p−r)

)α 3(1−r)α

2

(
2

35α

)k

≤ (
3−(5p−r)

)α
.

Отже, при α =
1

5
log3 2 Ĥα(K) = Hα(K). Таким чином, розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича множини K спiвпадає з ентропiйною розмiрнiстю. �

Теорема 3. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини E всiх розв’язкiв рiв-

няння (2) є не меншою, нiж
1

5
log3 2.
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