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ВСТУП

Теорія тригонометричних рядів є, з одного боку, саме тією галуззю

метричної  теорії  функції,  при  дослідженнях  в  якій  досить  часто

застосовуються методи метричної теорії функцій. З іншого боку, сила

знайдених  методів  в  метричній  теорії  функцій  застосовувалась,  як

правило,  при  розв’язуванні  тих  чи  інших  проблем  теорії

тригонометричних  рядів.  На  сьогодні  вже  досить  добре  відомо,  що

методи та ідеї метричної теорії функцій глибоко проникли в різні галузі

математики  (до  теорії  функцій  комплексної  змінної,  до  теорії

ймовірностей, до функціонального аналізу, до диференціальних рівнянь,

до метричної  теорії  чисел тощо).  Особливо слід  підкреслити,  що при

дослідженнях  в  найрізноманітніших  галузях  математики  більшість

авторів  широко  застосовують  або  результати,  або  методи,  або  ідеї  з

теорії  тригонометричних  рядів.  Саме  теорія  тригонометричних  рядів

була  джерелом  ряду  нових  ідей  для  аналізу  протягом  останніх  двох

століть, залишиться вона таким джерелом і у майбутньому.

Більшість  основних  понять  та  результати  теорії  функцій  були

отримані  математиками  в  процесі  роботи  над  тригонометричними

рядами. Можливо, що ці відкриття могли бути здійснені іншим шляхом,

проте в дійсності вони з'явилися у зв’язку з теорією тригонометричних

рядів. Не випадково, що загальноприйняте поняття функції було вперше

сформульоване в праці Діріхле (1837 р.), в якій розглядалася проблема

збіжності  рядів  Фур’є;  не  випадково  також,  що  означення  інтегралу

Рімана  в  його  загальній  формі  з’явилося  в  дисертації  Рімана,

присвяченій  тригонометричним  рядам.  Пізніше  у  тісному  зв’язку  з

теорією  рядів  Фур’є  був  відкритий  інтеграл  Лебега,  а  у  зв’язку  з

інтегралом Фур’є – теорія узагальнених функцій. 

Що  стосується  основних  проблем  сучасної  теорії

тригонометричних рядів, то на неї вплинули методи теорії інтегрування
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Лебега.  Вони  допомогли  розв’язати  проблему  подання  функцій  їх

рядами Фур’є. Ця проблема, сформульована в термінах підсумовування

рядів  Фур’є,  на  сьогодні,  по  суті,  вирішена.  Те  саме  відноситься  до

проблеми  збіжності  рядів  Фур’є  в  індивідуальних  точках.  Що  ж

стосується  збіжності  або  розбіжності  майже всюди,  то  тут  ще багато

доведеться зробити. Наприклад, все ще не вирішена проблема існування

неперервної функції з всюди розбіжним рядом Фур’є. Дві інші великі

проблеми тригонометричних рядів також очікують свого вирішення. Це

– тісно пов'язані  між собою проблеми структури множин єдиності  та

структури  функцій  з  абсолютно  збіжними  рядами  Фур’є.  Для  їх

вирішення  поки  що  немає  загальних  методів.  Серед  нерозв’язаних

проблем  слід  також  згадати  проблему  поведінки  тригонометричного

ряду  на  множині  додатної  міри  та  проблему  подальшого  розвитку

методів теорії функцій комплексної змінної.        

Мета даної  роботи  полягає  у  розгляді  питання  підсумовування

тригонометричних рядів, зокрема, рядів Фур’є.

Об’єктом дослідження  виступають  методи  підсумовування

розбіжних  рядів,  а  предметом дослідження  –  безпосередньо  методи

підсумовування тригонометричних рядів. 

Виходячи з мети, визначені основні завдання роботи:

1.  Зробити  огляд  монографічної,  методичної   літератури  та

наукових  публікацій  з  теорії  класичних  методів  підсумовування

розбіжних рядів.

2.  Визначити  особливості  поняття  збіжності  для

тригонометричного  ряду  Фур’є,  а  також  розглянути  метод  Валле

Пуссена, що стосується підсумовування рядів Фур’є.

3.  Розкрити  питання  стосовно  єдиності  розкладу  функції  в  ряд

Фур’є.

4.  Визначити  властивості  абсолютного  підсумовування  рядів

Фур’є.
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Основні  методи,  що  використовувалися  в  дослідженні  –  це

загальні  методи  класичного  та  функціонального  аналізу,  теорії

підсумовування розбіжних рядів та функцій, метод обернених матриць

та метод порівняння полів підсумовування.

Робота складається з двох основних розділів. 

В  першому  розділі  розглянуто  поняття  матричного  методу

підсумовування, а також важливі теореми, що стосуються властивостей

дискретних та  напівнеперервних методів  підсумовування.  Твердження

цього  розділу  є  допоміжними  при  розв’язуванні  основної  задачі

дослідження. 

В  другому  розділі  розкривається  питання  стосовно

підсумовування тригонометричних рядів.  Зокрема, розглянуто поняття

ряду  Фур’є,  його  коефіцієнтів,  розкрито  питання  єдиності  розкладу

функції в ряд Фур’є, а також властивості абсолютного підсумовування

таких рядів.

Матеріал  роботи  може  бути  використаний  студентами  та

викладачами вищих навчальних закладів.
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РОЗДІЛ 1

КЛАСИЧНІ МЕТОДИ ПІДСУМОВУВАННЯ РОЗБІЖНИХ РЯДІВ

1.1. Загальні матричні методи

Для сучасно теорії рядів характерно те, що вона вивчає ряди, що

розбігаються. Багато видатних математиків працювало над створенням

та впровадженням різних методів підсумовування рядів [11, 16, 26, 32].

Найчастіше  ці  методи  визначаються  наступними  матричними

перетвореннями.

Нехай  а=(аnk)  –  нескінченна   матриця  (n, k = 0,  1,  …).  Для

даної послідовності ( Un ) утворюємо нову послідовність (U
'
n ) : 

U
'
n=∑

k

ank U k
. (А)

Якщо U
'
n

 існують при будь-якому n = 0, 1,… та  limU
'
n=U '

,

то послідовність ( Un ) називається  підсумованою методом  а до суми

U '
.

Перетворення  (А)  називають  матричним  перетворенням

послідовності  в  послідовність.  Однак,  поруч  з  перетворенням  (А)

використовують й наступні матричні перетворення: 

1) перетворення 

U
'
n=∑

k

αnk uk (В)

ряду в послідовність; 

2) перетворення 

u
'
n=∑

k

α nk uk (С)

ряду в ряд; 

3) перетворення 

U
'
n=∑

k

ank U k (D)
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послідовності в ряд.

Перетворення  (А)  називається  трикутним,  якщо  аnk=0  при

k > n. Аналогічно визначають трикутні перетворення (В), (С), (D).

Для визначення теорем, які дають необхідні й достатні умови для

того,  щоб  дане  матричне  перетворення  переводило  один  клас

послідовностей в інший, існують три загальні методи.

1. Метод  швидко  зростаючих  послідовностей.  Історично  –  це

перший  метод  для  доведення  теорем  про  матричні  перетворення,

застосований Теплицем у 1911 році [17].

2. Метод,  заснований  на  застосуванні  теореми  Банаха-

Штейнгауза  про  поточкову  збіжність  на  банаховому  просторі

послідовностей  неперервних  лінійних  функціоналів  [4].  Систематичне

застосування  даного  методу  використовувалося  для  перетворення

подвійних послідовностей. 

3. Метод Целлера. Він був розроблений у 1953 році німецьким

математиком Целлером і базується на  використанні теореми Банаха про

замкнений графік [32].

Проте  методи  2  та  3  незручні  для  перетворення  просторів  с

(послідовностей, що збігаються) та  m у простір  l (рядів, що збігаються

абсолютно).

Зрозуміло,  що  найважливіші  властивості  методу  збіжності  не

можуть  мати  місце  для  будь-якого  методу  підсумовування.  Тому

накладемо на них деякі обмеження.

Якщо  Α ' ⊃ l , тобто, якщо метод підсумовування  А підсумовує

всі  збіжні  ряди,  то  кажуть,  що  метод  А зберігає  збіжність або

консервативний.

Розглянемо  деякі  теореми,  які  будуть  використовуватися  у

подальшому вивченні матеріалу.
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Теорема 1.1  (Хана).  Для того,  щоб перетворення (В)  існувало й

переводило  усі ряди, що збігаються абсолютно, у послідовності ( U '
),

що збігаються, необхідно й достатньо виконання умов:

1.  Існують lim α nk=α k ,

2. α nk=Ο(1) .

При цьому limU ' n=∑ α k uk .

Банаховий  простір  числових  послідовностей  називається  ВК-

простором, якщо в ньому із збіжності послідовності по нормі випливає

її покоординатна збіжність. 

Теорема 1.2 (Целлера).  Нехай Х та  У є  ВК-просторами та в Х має

місце збіжність за відрізками. Для того, щоб перетворення (В) існувало й

переводило Х в  У, необхідно й достатньо існування сталої  М > 0 такої,

що умови:

 α ) А x
m

∈Y ,

  β ) ‖А x
m

‖≤M ‖x
m

‖ , 

виконуються  для  будь-якого  відрізку  x
m

∈ X  (де  відрізок

x
m

={u0 , u1 , . .. , um ,0 , . ..}=∑
k=0

m

uk ek
).

Таким  чином,   при  Х = l за даною  теоремою  можемо  зробити

висновок,  що  l є  ВК-простором  і  в  ньому  має  місце  збіжність  за

відрізками. Тоді з умов α ) та β )  випливає, що: 

а) Аеv ∈Y ;

б) ‖Аеv‖=Ο(1 ) .

Обернено, при Х = l з а) та б)  випливає виконання умов α ) та β ) .
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Наслідок 1.1.  Для  того,  щоб  перетворення  (А)  існувало  й

переводило простір l в ВК-простір У, необхідно й достатньо  виконання

умов а) та б).

Наслідок 1.2.  Для  того,  щоб   перетворення  (А)  переводило  усі

ряди, що збігаються абсолютно, у послідовності (U
'
n ) , що збігаються,

і  виконувалася  рівність  limU ' n=∑ uk  необхідно  й  достатньо

виконання умов 1) та 2) теореми 1.1 з α k=1 .

Слід відмітити, що матричне перетворення називається  таким, що

зберігає  абсолютну  збіжність,  якщо  воно  перетворює  усі  ряди

(послідовності), що збігаються абсолютно, знов на такі, що абсолютно

збігаються.  Якщо при цьому сума  ряду,  що абсолютно збігається,  не

змінюється,  тобто  
∑ u 'n=∑ un

,  то  перетворення  часто  називають

абсолютно регулярним.

Теорема 1.3.  Для  того,  щоб  перетворення  (А)  існувало  й

переводило усі ряди, що збігаються абсолютно, у послідовності (U
'
n ) ,

що збігаються абсолютно, необхідно й достатньо виконання умови

∑
n

|Δα nk|=Ο(1)
.

При цьому

∑ u ' n=∑ ( lim αnk )uk
.

Дана теорема вперше була доведена Суноуті [11].

Теорема 1.4.  Для  того,  щоб  перетворення  (А)  існувало  й

переводило  усі  послідовності  (Un ) ,  що  збігаються  абсолютно,  у

послідовності (U
'
n ) , що абсолютно збігаються, необхідно й достатньо

виконання умов:
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1)  збігаються  ряди  
∑

v

α nv
 (якщо  А = (аnk)  –  трикутна,  то дана умова

виконана);

2) 
∑

n

|Δ∑
v=k

∞
α nv|=0(1)

.

При цьому має місце формула: 

limU ' n=aU +∑ ak (U k−U )=(a−∑ ak )U +∑ ak U k .

Вперше цю теорему довів Марс [26].

Нехай  А –  деякий  матричний  метод  підсумовування.  Ряд

називається  абсолютно  сумовним методом А,  якщо  перетворений  ряд

абсолютно збігається, тобто

При цьому,  якщо метод  заданий перетворенням (А)  або  (В),  то

вважаємо: 

и'= ∆ U’n

Множину  всіх  рядів  (послідовностей),  які  метод  А абсолютно

підсумовує, називаються полем абсолютного підсумовування методу А й

позначається одним із символів │А│ , lA або аА.

Якщо  будь-яка  обмежена  послідовність  є  │А│-сумовною,  то

кажуть, що метод А породжує абсолютну збіжність.

Відмітимо,  що  регулярний  метод,  що  зберігає  абсолютну

збіжність, абсолютно регулярний [17].

Множина  усіх   послідовностей  (рядів),  які   метод  А обмежує,

називається  полем  обмеженості методу  А й  позначається  одним  із

символів А0, mA або bA. З вищезазначеного зрозуміло, що:

                                             |А|' ⊂ А '⊂ А ' 0 .

Якщо A ' ⊃c , тобто якщо метод підсумовування A  підсумовує

всі  збіжні  ряди  (послідовності),  то  кажуть,  що  метод  A  зберігає

збіжність  або  консервативний.  Для  методів,  які  зберігають  збіжність,

можуть бути дві можливості.

∑|и '|<∞
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1. Метод A  зберігає суму будь-якого збіжного ряду. Тоді метод

A  називають  регулярним.  Таким  чином,  метод  називається

регулярним, якщо він підсумовує всі збіжні ряди до їх звичайної суми.

Якщо регулярний метод  A  підсумовує  до  ∞  будь-який ряд

∑ un=∞ , то метод A  називається повністю регулярним.

2. Метод A  не зберігає суми деякого збіжного ряду. Тоді метод

A  називається нерегулярним.

Відмітимо, що нерегулярний методи підсумовування також мають

практичне значення. Наприклад, в застосуванні до наближених методів

обчислення  важливі  також  методи  підсумовування,  які  можуть

змінювати   значення  величини,  яка  розглядається,  в  межах  заданої

точності [5]. 

Припустимо тепер, що функції ϕn (x ) задовольняють наступним

трьом вимогам:

1) при будь-якій постійній n

lim
x→ω

ϕn (x )=0
;                   

2) при значеннях х, достатньо близьких до ω ,

∑
n=0

∞

|ϕn( x )|≤K
   ( K=const );        

3) остання

lim
x→ω

∑
n=0

∞

ϕn ( x )=1
.              

Тоді метод підсумовування виявляється регулярним.

Всі  вищезазначені  ідеї  належать Тьопліцу  [32],  у  якого матриця

повинна була бути трикутною.

Матричне  перетворення  називається  таким,  що  зберігає

збіжність,  якщо воно переводить всі збіжні послідовності або ряди в

збіжні послідовності, тобто якщо із збіжності послідовності ( uk ) або
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ряд ∑ un   завжди випливає збіжність послідовності ( u 'n ). Якщо при

цьому

lim u' n=lim uk ,

то матричне перетворення називається регулярним.

Теорема 1. 5. Для того, щоб перетворення (А) існувало і зберігало

збіжність, необхідно і достатньо виконання умов

1° існує 
lim

n
αnk=α k ,

2° 
∑

k

|Δαnk|=0 (1)
.

При цьому, якщо ∑ uk=u , то 

lim u'n=α 0u+∑ (Δα k)(uk−u)=(α0−∑ Δαk)u+∑ ( Δαk)uk .

1.2. Дискретні методи підсумовування розбіжних рядів  

Послідовність  називається  сумовною  методом  арифметичних

середніх до числа U '
, якщо послідовність

Hn=
1

n+1∑k=0

n

U k
,

(1.1)

збігається до U '
. Метод арифметичних середніх позначається через Н,

або Н1 , або  (Н, 1). 

До методу знаходження суми Чезаро підходимо наступним чином.

Створюємо чезаровські суми порядку α  ряду (1.1), поклавши 

Sn
0=U n=∑

k=0

n

uk ,

і при α ≥1

Sn
α=∑

k =0

n

Sk
α−1 .
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Разом  із  чезарівськими  сумами  Sn
α у  визначенні  методу  Чезаро

важливі  і  біноміальні  коефіцієнти  –  числа  Чезаро  –  An
α=(n+α

n ) ,  що є

коефіцієнтами біноміального ряду [17] 

1

(1−x )α+1
=∑ An

α xn . (1.2)

Чезарівське середнє, скорочено Cα– середнє , визначаємо відношенням 

σ n
α=

Sn
α

An
α . (1.3)

Якщо існує скінченна границя  lim
❑

σn
α=U '

,  то кажуть, що ряд (1.1)

підсумовується методом Чезаро порядкуα  до числа U '.

Метод Чезаро порядку αпозначається через Cα або (C ,α). Отже, 

Cα {∑ un}=lim
n

σn
α
.

Відмітимо, що (C ,0) – це метод збіжності , так як An
0=1 і

σ n
0=

Sn
0

An
0=Un;

метод  ¿) – це метод арифметичних середніх, так як  An
1=(n+1) і  з цього

випливає, 

σ n
1=

Sn
1

An
1=

1
n+1∑k=0

n

U k . (1.4)

Тепер покажемо, що середнє (1.3) можна привести до вигляду (А),

тобто до вигляду 

σ n
0=∑

k=0

n

ank U k .

Для цього утворюємо формальний добуток рядів

1
1−x

∑U n xn=∑ xn ∙∑U n xn=∑
n

❑(∑
k=0

n

U k) xn=∑ Sn
1 xn .

Далі, припустивши, що 

1

(1−x )α−1∑ Un xn=∑❑Sn
α−1 xn ,

для будь-якого α=1 ,2,…. отримаємо 

1

(1−x )α
∑Un xn=¿ 1

1−x∑ Sn
α−1 xn=∑ xn ∙∑ Sn

α−1 xn=∑
n

¿¿¿¿¿¿
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Отже,  методом математичної індукції [6] нами доведена формула 

1

(1−x )α ∑ Un xn=∑ Sn
α xn . (1.5)

Звідси і з (1.2) виводимо

∑
n

¿¿

Прирівнявши коефіцієнти при однакових степенях змінної x, знаходимо 

Sn
α=∑

k =0

n

An−k
α−1U k , (1.6)

і після ділення на An
α для (1.4) отримаємо

σ n
α=∑

k=0

n An−k
α−1

An
α U k . (1.7)

До цих  пір  передбачалось,  що  α=1 ,2,…. .  Проте,  за  допомогою

співвідношення  (1.7)  можемо  середнє  σ n
α визначити  і  для  нецілого  α ,

навіть для уявного α . Для цього необхідно визначити значення величини

Sn
α так, щоб вони мали сенс для комплексного  α . Тому для визначення

величин Sn
α будемо вважати формулу (2.6). Тоді із (1.7) робимо висновок,

що метод Чезаро Cα визначається для будь-якого комплексного αReα>−1

у  вигляді  трикутного  матричного  перетворення  (А)  послідовності   в

послідовність [23] з матрицею 

ank=
An−k

α−1

An
α . (1.8)

Якщо в доведенні співвідношення (1.5) величини  Un  замінити на

un, то замість (1.5) і (1.6) отримаємо відповідно 

1

(1−x )α+1∑ un xn=∑ Sn
α xn, (1.9)

Sn
α=∑

k =0

n

An−k
α uk . (1.10)

Отже, метод Чезаро Cα у вигляді перетворення (В) ряду в послідовність

визначається матрицею 

α nk=
An−k

α

An
α . (1.11)

Визначення методу  Cα при  α=1 ,2,…. наведено Чезаро [34], а для

будь-яких  α >−1 дано  незалежно  один  від  одного  Кноппом  [11]  та

Чепменом [16]. Практично більше розглядають метод  Cα при  α >−1, так
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як тоді  α nk>0.  Означення  методів  Cα і  C0
α❑ при  α=−1 ,−2 ,…. і  детальне

дослідження їх властивостей наведено в статті Люрі [15]. 

Так як метод Чезаро трикутний  [17], то він абсолютно сумовний

(коротко  |Сα|, або  |С ,α|).  Можна сказати, що ряд (1.1) називається  Сα-

сумовний, якщо збігається ряд 

∑
n=1

∞
1
n

τn
α

Ряд (0.1) називається  |Сα|-сумовним , якщо ∑
n=1

∞
1
n
|τn

α|<∞.При цьому 

Cα {∑ un}=u0+∑
n=1

∞
1
n

τn
α .

Означення  методу  |Сα| при  α=−1 ,−2…  і  детальне  дослідження

його властивостей дані в статті Люрі [21].

Метод  Вороного-Ньорлунда  можна  розглядати  як  узагальнений

метод Чезаро.  Вперше цей метод розглянув Вороний  [6] в  1902 році.

Стаття Вороного являла собою коротку замітку в рідкісному виданні.

Тому  вона  не  розповсюджувалась  серед  математиків  і  залишилась

забутою.   Метод  став  відомим  завдяки  Ньорлунду,  який  ввів  його

незалежно від Вороного, і опублікував свою роботу в 1919 році. Робота

Вороного стала відомою завдяки її англійському перекладу  у 1932 році

Тамаркіним з примітками перекладача. 

Методом  Вороного-Ньорлунда називають  трикутний  матричний

метод,  визначений  послідовністю  комплексних  чисел  ρn,  у  вигляді

перетворення (А) матрицею із чисел 

ank=
pn−k

Pn

, (1.12)

де

Pn=∑
k=0

n

pk ,Pn ≠0
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Метод Вороного-Ньорлунда позначається через (WN , pn). Зокрема, метод

Сα є  методом  (WN , pn) з  pn=An
α−1.  Метод  (WN ,

1
n+1

),  за  Ріссом  [14]

називають методом гармонійних середніх. 

Метод (WN , pn) з pn=1 при n≤ βі pn=0 при n≥ βназивають методом Zp

Сільвермана-Саса. Зрозуміло, що Z1=Е0.

В силу (2.20) виводимо

α nk=
1
Pn

∑
ν=k

n

pn−ν=
1
Pn

∑
ν=0

n−k

pn−k−ν=
1
Pn

∑
ν=0

n−k

pν

а  отже,  у  вигляді  перетворення  (В)  метод  (WN , pn) визначається

матрицею чисел (ними визначає цей метод Вороний)

α nk=
pn−k

pn

. (1.13)

Тому замість (WN , pn) іноді пишуть (WN , Pn)або просто P.

Подивимося,  при  яких  умова  метод  (WN , pn) зберігає  збіжність.

Застосовуючи теорему 1.1 Кожима-Шура, отримаємо умови

10 lim
n

ank=lim
n

pn−k

Pn

=ak .

20∑
k=0

n

ank=
1
Pn

∑
k =0

n

pn−k=
1
Pn

∙Pn=1.

30∑
k=0

n

|ank|=
1

|Pn|
∑
k =0

n

|pn−k|=φ (1) .

Виявляється,  що  умову  10можна  спростити,  а  саме,  умова  10

випливає з існування границі a0=lim
pn

Pn
.  Дійсно, із представлення 

pn−k

Pn

=
pn−k

Pn−k

pn−k

Pn−k +1
….

pn−2

Pn−1

pn−1

Pn

робимо висновок, що існує ak і 

ak=a0(1−a0)
k

lim
n

pn−k

Pn−k

¿ a0 lim
n

pn−k

Pn−k+1
=lim

n
(1−¿

pn−k +1

Pn−k+1
)=1−a0 ¿.

Отже, доведена 
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Теорема 1.6. Метод  (WN , pn ) зберігає збіжність тоді і тільки тоді,

коли виконуються умови 

10 lim
n

pn

Pn

=a0 .

20∑
k=0

n

|pk|=φ (Pn).

Зрозуміло,  що  умова  20 теореми  2.5  відпадає,  якщо  pk ≥0.

Відмітимо, що з умови 20 теореми 2.5 випливає необхідна умова 

Pm=φ(Pn)при всіх 0≤ m≤n

Із теореми 1.6 і теореми Тьопліца випливає

Наслідок 1.3.  Метод  (WN , pn ),  що  зберігає  збіжність,  буде

регулярним тоді і тільки тоді, якщо a0=0. 

Ньорлунд  [34]  розглянув  випадок,  коли  a0=0.  У  Вороного  [8]

величини Pn>0 такі, що ряд

∑ Pn=∞і P0+…+Pn=φ(nλ )

при деякому λ. 

Із  наслідку  3.1  при  pk=A k
α−1випливає  теорема  2.1,  а  при

pk=
1

k+1
  отримаємо, що метод гармонійних середніх регулярний. Метод

Zβ також регулярний при n≥ β ,для нього Pn=β і pn=0. 

Подивимося,  що  буде  у  випадку  a0≠0.  Для  цього  обчислимо

характеристику методу [17]. Маємо 

ρ (P )=1−∑ ak=1−∑ a0 (1−a0 )
k=1−a0 : [1−(1−a0 )]=0

Звідси, враховуючи наслідок 3.1, робимо висновок 

Наслідок 1.4. Метод  (WN , pn ), що зберігає збіжність, є регулярним

або конульовим. 

Метод  (WN , pn ) нормальний  тоді  і  тільки  тоді,  коли  p0≠0 або

ann=
1
Pn

p0. Тому метод (WN , pn ) обернений тоді і тільки тоді, якщо p0≠0. 

Знайдемо  обернену  матрицю  (WN , pn )
−1=(ξnk).  В  нашому  випадку

формула має вигляд: 
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∑
ν=k

n

pn−νξnk=σ nk Pn , (1.14)

де  ліва  частина  нагадує  член  добутку  Коші  [12] двох  рядів.  Тому

застосовуємо наступний штучний прийом. В силу (1.11) маємо 

∑ pn xn∙∑
n

ξnk xn=∑
n

¿¿

Звідки, позначивши

 
1

∑ pn xn
=∑ cn xn

(1.15)

 (частка існує, якщо p0≠0¿, виводимо 

∑
n

ξnk xn=Pk xk ∙∑ cn xn=∑
n=k

∞

Pk cn−k xn

і  після  того,  як  прирівняємо коефіцієнти  при однакових степенях   x ,

знаходимо 

ξnk=Pk cn−k (1.16)
Якщо (1.14) замінити через 

1

∑ Pn xn
=∑ dn xn

(1.17)

і аналогічно отримуємо 

ηnk=Pkdn−k (1.18)
Формули (1.16) і (1.18) можна також отримати одну з одної , якщо

враховувати, що 

∑ Pn xn=∑ xn ∙∑ pn xn

звідси 

∑ dn xn=(1−x )∑ cn xn

і, отже, 

dn=∆́ cn,  cn=∑
k=0

n

dk.

Величини (1.16) суть визначники системи лінійних рівнянь (1.13).

Зокрема, при Pn=An
αіз (1.17) і (1.12) отримаємо 

∑ dn xn=(1−x )α+1=∑ An
−α−2 xn

в наслідок чого із (1.16) і (1.18) заново виводимо формули (1.6) і (1.9). 
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Далі,  поклавши в  (1.11)  числа  pn=
1

n+1 ,  для  методу  гармонічних

середніх, враховуючи (1.12) знаходимо 

∑ cn xn=¿

звідки 

cn=∫
0

1

An
−z−1dz (1.19)

і, отже, для методу гармонійних середніх 

ξnk=H k∫
0

1

An−k
− z−1dz

ηnk=H k∫
0

1

An−k
−z−2dz

де Hn=1+
1
2
+…+ 1

n+1
ln(n+1).

1.3. Напівнеперервні методи підсумовування розбіжних рядів  

Нехай ряд ∑ an xn+1 збігається для малих x  до  f(x), q > 0 і 

x= y
1−qy

 ,   y=
x

1+qx
, (1.20)

так що  y=
1
1+q   при x=1. Тоді для малих x і y 

f ( x )=∑
0

∞

an( y
1−qy )

n+1

=∑
n=0

∞

an∑
m=n

∞

(m
n)qm−n ym+1=¿¿

 ¿∑
m=0

∞

ym+1∑
n=0

m

(m
n)qm−nan=∑

0

∞

am
(q) {(q+1) y }m+1

,

(1.21)

де                

  am
(q )= 1

(q+1)m+1∑
n=0

∞

(m
n)qm−nan. (1.22)

Якщо 

 ∑ am
(q )=A , (1.23)

то будемо говорити, що ряд ∑ an сумовний (Е, q) до суми A. При q=1 це

означення зводиться до означення Ейлера [16], а при q=0 – до означення

звичайної збіжності.

Якщо an=zn, то 
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am
(q)=

(q+z)m

(q+1)m+1

і

∑ am
(q )= 1

q+1
∙

1

1−q+z
q+1

= 1
1−z

тоді і тільки тоді, коли |q+z|<q+1. Таким чином, ряд ∑ zn сумовний (Е, q)

в  колі  с  центром  –  q і  радіусом  q+1.  При  зростанні  q це  коло

збільшується і при q→∞ прямує до півплощини z<1. Це є область B- або

B'- сумовності даного ряду [24]. 

Рівняння  (1.22) можна записати у формі

                           (q+1)m+1am
(q )=(q+ È)m a0 .

Далі, 

1
q+1

+ q+ x
(q+1)2

+⋯+
(q+x)m

(q+1)m+1=
1

(q+1)m+1

(q+1)m+1−(q+x)m+1

1−x
=¿

¿ 1
(q+1)m+1∑

n=1

m+1

(m+1
n )qm+1−n(1+x+x2+⋯+ xn−1) .

Тому, замінюючи x на Е і помічаючи, що

(1+E+⋯+ En−1)a0=a0+a1+⋯+an−1=An−1,

одержуємо 

Am
(q)=∑

n=0

m

an
(q )={ 1

q+1
+ q+E
(q+1)2

+⋯+
(q+E)m

(q+1)m+1}a0=¿

¿ 1
(q+1)m+1 {(m+1

1 )qm A0+(m+1
2 )qm−1 A1+⋯+ Am}.

Ми  будемо  називати  ряд  A(q)=∑ an
(q ) q-й  ейлеровою

трансформацією ряду  A=∑ an. Формальний зв‘язок між обома рядами

встановлюється формулами 

∑ an xn+1=∑ an
(q) {(q+q) y }n+1

=∑ an
(q )zn+1 ,

x= z
1+q−qz

.

Має місце наступне твердження.

Теорема 1.7. (Е, q) -метод регулярний.

Дійсно, 
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cm, n={ 1

(q+1)m+1(m+1
n+1)qm−n>0приn≤m ,

0приn>m,

cm, n→0и∑ cm,n=1−
qm+1

(q+1)m+1 →1приm→∞ .

Теорема  1.7  міститься  як  частинний  випадок  q '=0 в  наступній

теоремі.

Теорема 1.8. Якщо ряд сумовний (E ,q '), то він сумовний (Е, q)  до

цієї ж суми для кожного q¿q '.

Теорема 1.9. (Е, q)-метод володіє наступними властивостями:

∑ an
(q )=A

і

∑ bn
(q )=A−a0 ,

де bn=an+1. 

Дійсно, ми можемо вважати a0=0 , так що Bn=An+1. Тоді одержуємо,

що 

Bm
(q )= 1

(q+1)m+1 {(m+1
1 )qm A1+(m+1

2 )qm−1 A2+⋯+ Am+1},

звідки

Bm
(q )−Am

(q )= 1
(q+1)m+1 {(m+1

1 )qm a1+⋯+am+1}=(q+1) am+1
(q) . (1.24)

 (I)   Якщо  справедливо (3.7),  то  am+1
(q) →0 , і  попередня  рівність

випливає з  (1.24).

(II) Рівняння (1.24) можна записати в формі

Bm
(q )=(q+1) Am+1

(q ) −q Am
(q) ,

звідки, беручи до уваги, що A0
(q )=0 , випливає, що

(q+1) Am+1
(q) =Bm

(q)+ q
q+1

Bm−1
(q) +⋯+( q

q+1)
m

B0
(q ) .

Це – перетворення 

Am+1
(q ) =∑ cm, n Bn

(q )

з

cm, n={qm−n(q+1)−m+n−1приn≤ m,
0приn>m,
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і виконання умов теореми  тут одразу перевіряється [7]. Тому з (1.24)

випливає Am+1
(q ) → A, тобто (1.16).

З  теореми  1.9  випливає,  що  співвідношення  An → A  (Е,  q)

рівносильне співвідношенню An+1→ A  (Е, q) і тим самим співвідношенню

1
(q+1)m+1 {qm+1 A0+(m+1

1 )qm A1+⋯+ Am+ 1}→ A .

Тому підставляючи тут m замість m+1, ми можемо замінити Am
(q )→ A

на

Am
(q)= 1

(q+1)m {qm A0+(m
1)qm−1 A1+⋯+ Am}→ A .

Зазвичай зручніше всього і визначати «ейлерове середнє» для  An

таким способом, тобто ми можемо говорити, що An → A  (Е, q), якщо 

Am
(q)= 1

(q+1)m ∑
n=0

m

(m
n)qm−n An=¿(q+E

q+1 )
m

A0→ A .¿

Підставляючи тоді sn і  t n замість An і  An
(q) , одержуємо 

∆mt 0=∑
n=0

m

(−1)n(m
n)t n=∑

n=0

m

(−1)n(m
n)(q+ E

q+1 )
n

s0=¿¿

¿(1−q+E
q+1 )

m

s0=(1−E
q+1 )

m

s0=
1

(q+1)m ∆m s0 .

Теорема 1.10. Якщо ряд ∑ an сумовний (Е, q), то                          

an=0 {(2q+1)n}.

З (1.13) випливає, що

(q+1) am
(q)=0(1);

таким чином, в силу (1.16)

(q+E)m a0=0 {(q+1)m}.
Але 

an=En a0=(E+q−q)na0 .

Отже,

an=0{(q+1)n+(n
1)q (q+1)n−1+⋯+qn}=0 {(с)n}.

Приклад ряду  ∑ zn[6],  сумовного (Е, q) для  −2q−1< z<1,  показує,

що 2q+1 не можна замінити ніяким меншим числом.
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Область (Е, q)-сумовності ряду  ∑ zn при q→∞ прямує до області

його сумовності за Борелем. Це наштовхує на думку, що метод Бореля

можна розглядать як граничний випадок методів Ейлера [21]. 

Дійсно, підставляючи в (1.19)  
m
x   замість  q, отримуємо

Am
(q)= 1

(1+ m
x )

m {(m
x )

m

A0+(m
1)(m

x )
m−1

A1+(m
2 )(m

x )
m−2

A2+⋯+ Am}=¿

¿ 1

(1+ x
m )

m {A0+x A1+(1− 1
m) x2

2!
A2+(1− 1

m)(1− 2m) x3

3 !
A3+⋯+(1− 1m)(1− 2m)⋯(1−m−1

m ) xm

m !
Am=φ (m, x ).}

Звідси

lim
m→ ∞

lim
x→∞

φ (m, x )=¿ lim
m→∞

Am,¿

lim
x→ ∞

lim
m→ ∞

φ (m, x )= lim
x → ∞

e− x∑ xn

n!
An .

Перший  спосіб  переходу  до  границі  призводить  до  звичайної

збіжності  [5], і другий – до експоненціальному методу підсумовування

Бореля  [3].  Різні  методи  Ейлера  відповідають  граничному  переходу

m=qx →∞.

Якщо інтеграл  Бореля  абсолютно  збігається,  то  кажуть,  що ряд

∑ an абсолютно сумовний. Якщо ряд a p+ap+1+… абсолютно сумовний для

кожного p, тобто якщо 

∫ e−x|a( p) ( x)|dx<∞

для  кожного  р,  то  кажуть,  що  ряд ∑ an регулярно  сумовний.  Таким

чином, Борель називав абсолютним підсумовуванням те, що називають

регулярним [2]. 

Експоненціальний та інтегральний методи Бореля визначені в [18].

Якщо

e− x∑ An
xn

n!
→ A ,

то ми пишемо An → A (B ), якщо 

∫
0

∞

e−x∑
0

∞

an
xn

n !
dx= lim

x→ ∞
∫
0

x

e− x∑
0

∞

an
xn

n!
dx=A ,
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то ми пишемо An → A (B ' ). Ці методи належать до абсолютно різних типів:

перший є J-метод з

J (x )=ex,

а другий – «моментний метод» [5] з

μn=n! , χ (x )=1−e−x .

Проте  спеціальні  властивості  показникової  функції  роблять  їх  майже

рівносильними. Зазначимо, спершу, що має місце

Теорема 1.11. B- і B '- методи регулярні.

Теорема 1.12.  B-  і B '-  методи рівносильні тоді і тільки тоді, коли

e− xa( x)→0.

Проте можна піти далі. Із рівняння (1.16),  вважаючи

∫
0

x

e−t a(t )dt=φ ( x) ,

маємо

e− x A (x )=φ ( x)+φ ' (x ) .

Але якщо φ+φ' → A ,то, за теоремою 2.2,  φ ' →0 і φ→ A. Звідси випливає

Теорема 1.13. Ряд сумовний (B ), сумовний (B ' ) до тієї ж суми.

Протилежне твердження не вірне. Якщо

an=∑ (−1)p(2 p+2)n

(2 p+1)!
,

то

a ( x)=∑ (−1)p

(2 p+1)!
e (2p+2) x=ex sin ex ,

∫
0

∞

e−x a( x )dx=∫
0

∞

sin e xdx=∫
1

∞
sinu

u
du ,

але  e− xa (x) не прямує до нуля, так що ряд  ∑ an не сумовний  (B ). Таким

чином, має місце

Теорема 1.14. Існують ряди, сумовні (B ' ), але не сумовні (B ) .

Відмітимо наступні твердження.

Теорема 1.15. Твердження

a0+a1+a2+⋯=A ( B ),
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a1+a2+a3+⋯=A−a0 (B ' )

рівносильні.

Теорема 1.16. Якщо ряд ∑ an сумовний (Е, q), то він сумовний (B ) і

(B ' ) до тієї ж суми.

Дійсно, 

eqx∑ An
xn

n !
=∑ (qx )n

n !
∑ An

xn

n!
=∑ cn

xn

n !
,

де

cn

n !
=

An

n!
+

qAn−1

(n−1)!1 !
+

q2 An−2

(n−2)!2 !
+⋯+

qn A0

n !
.

1.4. Метод підсумовування Бернштейна-Рогозинського

Нехай

Bn ( x )=1
2 [Sn (x+an )+Sn (x−an )] ,

де – Sn (x ) частинна сума тригонометричного ряду, а {an} – послідовність

додатних чисел, що наближаються до нуля.

Домовимося говорити, що тригонометричний ряд підсумовується

методом  Бернштейна-Рогозинського до  числа  S в  точці  x0 ,якщо

Bn(x0)→S  при n→∞.

B. Рогозинський [28] вивчав випадок, коли an=p
π
2π , де p – непарне

число; С. Н. Бернштейн [8]  розглядав випадок  an=
π

2 π+1; згодом обидва

вони переносили деякі зі своїх результатів на випадок

an=O(1n).

Ми не маємо на увазі викладати тут всі результати, що стосуються

цього методу;  вони дуже різні  в  залежності  від того,  як вибираються

числа  an.  Детальний  виклад  питань,  з  методом  підсумовування

Бернштейна-Рогозинського є у [16, 19]. Ми тут обмежимося доведенням
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того, що для розглянутого Рогозинським випадку an=p
π
2π  (p – непарне)

цей метод підсумовування дає гарний результат в застосуванні до рядів

Фур'є, точніше, має місце

Теорема 1.17.  Якщо f (x) -  будь-яка  сумовна,  то  ряд σ (f )

підсумовується до f (x)майже всюди методом Бернштейна-Рогозінського

при an=p
π
2π  , де p – непарне, тобто

1
2 [Sn(x+ p

π
2π )+Sn(x−p

π
2π )]→f (x)

майже всюди.

Якщо  на  деякому  відрізку [а ,b ] функція f (x) неперервна,  то

підсумовування має місце рівномірно на будь-якому відрізку [а1 , b1 ], який

цілком міститься всередині (a ,b).

Щоб переконатися в цьому, нагадаємо тотожність Рогозинського:

Bm
(q )−Am

(q )= 1
(q+1)m+1 {(m+1

1 )qm a1+⋯+am+1}=(q+1) am+1
(q) . (1.25)

1
2

[Sn ( x+a)+Sn ( x−a) ]−S (x )=[Sn ( x )−S ( x ) ]cosna+Rn(x ,a) , (1.26)

де Rn(x ,a)→0 рівномірно відносно a при 0≤ a≤
A
n , якщо σ n(x)→ S(x )-> S (x),

і при цьому Rn(x ,a)→0 рівномірно відносно x на деякому відрізку, якщо

σ n(x)→ S(x ) рівномірно на цьому відрізку (тут  σ n(x) – фейєровська сума

порядку n [16]).

Якщо  покласти  an=p
π
2π ,  де  p –  непарнe,  тоcos nan=0,  і  звідси

відразу випливає 

1
2 [Sn(x+ p

π
2π )+Sn(x−p

π
2π )]→S( x)

у кожній точці, де  σ n(x)→ S(x ),  і  на будь-якому відрізку, де  σ n(x)→ S(x )

рівномірно.

Теорему доведено. З її доведення видно, що при  an=p
π
2π , де  p –

непарне, метод Бернштейна-Рогозинського не слабше, ніж (C ,1); можна
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було  довести,  що  фактично  вони  еквівалентні  [36].  Якщо  взяти

an=
π

2 π+1
,то цей метод сильніший, ніж (C ,1) (це було доведено               C.

Н. Бернштейном).
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РОЗДІЛ 2

ПІДСУМОВУВАННЯ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ РЯДІВ

2.1. Ряди Фур’є

Тригонометричним рядом називають вираз виду

a0
2

+∑
n=1

∞

an cosnx+bnsin nx , (2.1)

де an, bn – постійні числа (n=0 ,1,2 ,…), що носять назву коефіцієнтів ряду 

Якщо такий ряд збігається для всіх x на −∞<x<+∞, то він зображує

функцію,  що  має  період  2π .  Тому,  бажаючи  подати  функцію

тригонометричним  рядом,  розглядають  або  періодичні  функції  з

періодом 2π , або беруть функцію, задану на відрізку довжини 2π , а далі

продовжують її періодично [11], тобто вимагають, щоб

f (x+2π )=f (x)

при будь-якому x.

Тригонометричні ряди відіграють визначну роль не тільки в самій

математиці,  але  і  в  численних  її  додатках.  Відзначимо  зв'язок  між

тригонометричними і степеневими рядами. Якщо ми розглянемо ряд

∑
n=1

∞

cn zn , (2.2)

де cn=an−i bn , c0=
a0
2

 і покладемо z=ℜix, то ряд (2.1) є не що інше, як дійсна

частина ряду (2.2) на одиничному колі; чисто уявна частина ряду (2.2)

при z=e ix  є ряд

∑
n=1

∞

−¿bn cosnx+an sin nx ,¿ (2.3)

який зазвичай називають рядом, спряженим до ряду (2.1).

Часто буває більш зручно надати тригонометричному ряду (2.1)

іншу форму. Саме тому, помічаючи, що з відомої тотожності Ейлера [6]

e ix=cos x−isin x
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випливає

cos x= e ix+e−ix

2
;sin x= eix−e−ix

2i
,

ми можемо записати ряд (2.1) у вигляді 

a0
2

+∑
n=1

∞

an
einx+e−inx

2
+ibn

e−inx−e inx

2
,

звідки, вважаючи

c0=
a0
2

, cn=
an−ibn

2
, c−n=

an+ ibn

2
, (2.4)

бачимо, що ряд (2.1) приймає вигляд

∑
n=−∞

n=+∞

cn einx . (2.5)

Це так звана комплексна форма тригонометричного ряду.

Частинна сума ряду (2.1), тобто

Sn (x )=
a0
2

+∑
k=1

n

ak cos kx+bk sin kx ,

приймає тепер вигляд

Sn (x )=∑
k=−n

k=+n

cke
ikx , (2.5)

тобто збіжність ряду (2.5) треба розуміти як наближення до границі сум

виду (2.6)

Якщо ряд, що зображує f (x) , заданий в комплексній формі, тобто

якщо ми припускаємо, що

f ( x )= ∑
n=−∞

n=+∞

cn e inx (2.6)

то коефіцієнти cn, визначаються формулами

cn=
1
2π

∫
−π

π

f (t ) e−∫¿ dt (n=0 ,±1 ,…) ,¿ (2.7)

які  можна  отримати  або  відштовхуючись  від  рівностей  (2.2)  і

підставляючи значення an, і  bn, з формул Фур'є, або аналогічно тому, як

виводяться самі формули Фур'є [23]. Тому, припускаючи, що

f ( x )= ∑
k=−∞

k=+∞

cke
ikx , (2.8)
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де збіжність рівномірна, помноживши обидві частини рівності (2.8) на

e−inxі інтегруючи почленно, знаходимо

∫
−π

π

f ( x) e−inx dx=¿ ∑
k=−∞

k=+∞

ck∫
−π

π

e i(k−n) xdx ¿

Але

∫
−π

π

e i(k−n) xdx={0 , якщоk ≠ n ,
2 π , якщоk=n

звідки

∫
−π

π

f ( x) e−inx dx=¿2π cn ,¿

що  і  доводить  справедливість  формули  (2.7).  Числа  cn називають

комплексними коефіцієнтами Фур'є функції f (x) .

Якщо  f (x) парна,  тобто  f (−x)= f (x ),  а  g(x ) –  непарна,  тобто

g(−x )=−g(x ), то  f (x)g (x) , очевидно, непарна; навпаки, якщо  f (x) і  g(x )

обидві парні або обидві непарні, то f (x)g (x) – парна [7].

Це просте  зауваження дозволяє  відразу зробити висновок,  що у

будь-якої парної функції ряд Фур'є містить одні косинуси, а у непарної –

одні синуси .

Дійсно, для будь-якої непарної функції  φ (x) і для будь-якого  a>0

маємо

∫
−a

a

φ ( x) dx=0 ,

а тому для парних f (x) маємо

bn=
1
π
∫
−π

π

f ( x) sin nxdx=0(n=1 ,2 ,3 ,…) ,

а для непарних f (x)  маємо

an=
1
π
∫
−π

π

f ( x) cosnx dx=0 (n=0 ,1 ,2 ,…) .

Крім того, для будь-якої парної φ (x) і для будь-якого a>0маємо

∫
−a

a

φ ( x) dx=2∫
0

a

φ (x ) dx

Тому остаточно: якщо f (x) парна, то
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σ (f )=
a0
2

+∑
n=1

∞

ancos nx ,

де

an=
2
π
∫
0

π

f (x )cos nxdx ,

якщо f (x) – непарна, то

σ (f )=∑
n=1

∞

bn sinnx ,

де

bn=
2
π
∫
0

π

f (x )sin nx dx .

2.2. Метод Валле Пуссена

Нехай

χ (t )=1
t
∫
0

t

φx (u)du , χ (0)=0

і χ (t )→0 при t →0.Якщо χ (t )є функція з обмеженою зміною на деякому

відрізку 0≤ t ≤ δ то σ (f ) збігається до f (x) в точці x.

Маємо за означенням

tχ (t )=∫
0

t

φx (u) du ,

а тому φx (t )=[ tχ (t ) ] '  майже скрізь.

Отже,

∫
0

δ

φx (u) sin nu
u

du=∫
0

δ

[uχ (u )] ' sin nu
u

du=¿¿

¿∫
0

δ

u χ ' (u) sin nu
u

du=∫
0

δ

χ (u) sin nu
u

du=¿¿

¿∫
0

δ

χ ' (u) sin nudu+∫
0

δ

χ (u) sin nu
u

du .

(2.9)

Перший з  інтегралів  правої  частини (2.9)  наближається до нуля

при  n→∞тому що  χ (u ) з  обмеженою зміною,  а  отже  χ ' (u ) сумовна на

(0 , δ )[32].  Покажемо,  що і  другий інтеграл прямує до  нуля.  Для  цього
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зауважимо, що χ (u ) неперервна в точці 0 і має в її околі обмежену зміну.

Тому σ ( χ )збігається до 0 при u=0. Але тоді

lim
n→ ∞

∫
0

δ

¿¿¿

або

lim
n→ ∞

∫
0

δ

[ χ (u)+ χ (−u)] sin nu
u

du=0

а так як φx (u) парна, то χ (u) парна, отже, звідси випливає

lim
n→ ∞

∫
0

δ

χ (u) sin nu
u

du=0 .

Ми бачимо, що

lim
n → ∞

∫
0

δ

φx (u) sin nu
u

du=0 ,

а тому σ (f ) збігається до f (x), і твердження доведено.

2.3. Єдиність розкладу функції в ряд Фур’є

Розглянемо тригонометричний ряд

a0
2

+∑
n=1

∞

an cosnx+bnsin nx , (2.10)

коефіцієнти якого прямують до нуля (або хоча б тільки обмежені). Тоді,

інтегруючи його почленно [17] два рази, отримаємо

a0
4

x2+Cx+D−∑
n=1

∞

an cos
nx+¿bn sin nx

n2
¿

Зрозуміло, що цей ряд збігається абсолютно і рівномірно (в силу

обмеженості  an і  bn);  позначимо через  F (x) його суму.  Це неперервна

функція, яку будемо називати функцією Рімана для тригонометричного

ряду (2.10).

Отже,

F ( x)=
a0
4

x2+Cx+ D−∑
n=1

∞

ancos
nx+¿bnsin nx

n2
¿ (2.11)
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Припустимо,  що  в  деякій  точці  x0,  функція  F (x) має  Шварцеву

похідну  D2F ( x0)[5].  Тоді  ми  домовимося  говорити,  що  ряд (2.10)

сумовний у точці x0, методом Рімана і його ріманівська сума дорівнює

D2F (x0).

Теорема 2.1.  Ряд  Фур’є  від  будь-якої  сумовної  функції  f (x)

підсумовується методом Рімана майже усюди до цієї функції.

Дійсно, нехай 

f ( x )
a0
2

+∑
n=1

∞

an cosnx+bn sin nx . (2.12)

Маємо an→0 та bn→0, так як це коефіцієнти Фур’є. З теореми [12]

ряд Фур’є можна почлено інтегрувати; інакше кажучи , якщо

F ( x)=∫
−π

x

f (t ) dt ,

то

F ( x)=C+
a0
2

x−∑
n=1

∞ bncos nx−an sin nx

n
, (2.13)

причому у силу абсолютної неперервності F (x) ряд (2.13) усюди збіжний

до  неї  і  навіть  рівномірно  на  відрізку  [−π , π ].  Далі,  якщо  Φ (x) –

невизначений інтеграл від F (x), то 

Φ ( x)=
a0
4

x2+Cx+ D−∑
n=1

∞ an cosnx+bnsin nx

n2
,

і, отже, функція Рімана  Φ ( x) для ряду (2.11) є результатом дворазового

інтегрування  f (x).  Але так як  F (x) неперервна,  то  Φ ' (x )=F (x) у кожній

точці; далі F ' (x )=f (x) майже усюди, таким чином,          Φ ' ' ( x )=f ( x) майже

усюди, але так як  D2Φ( x )=Φ' ' ( x ) там, де  Φ ' ' ( x ) існує  [19], то  D2Φ( x )=f ( x)

майже всюди , а тому ряд (2.13) сумується майже усюди до f (x) методом

Рімана.

Теорему доведено.

Користуючись  методом  підсумовування  Рімана,  ми  можемо

вирішити  наступне  питання:  чи  можуть  існувати  два  різні

тригонометричні  ряди,  збіжні  у  кожній точці  до  однієї  і  тієї  ж самої
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функції  f (x)?  Відповідь  на  це  питання  є  негативною.  Щоб

пересвідчитись у цьому, доведемо наступну важливу теорему:

Теорема Кантора. Якщо тригонометричний ряд 

a0
2

+∑ an cosnx+bnsin nx (2.14)

збігається  до  нуля  у  кожній  точці  x на  проміжку  [0 ,2 π ],  то  усі  його

коефіцієнти дорівнюють нулю.

За теоремою Кантора коефіцієнти ряду (2.13) прямують до нуля

(тут можна спиратися навіть на теорему Кантора-Лебега  [26]). Будуємо

функцію  Рімана  F (x) для  ряду  (2.14),  вона  неперервна  на  всій

неперервній  прямій.  Ряд  (2.14)  повинен  підсумовуватися  до  нуля  у

кожній точці, тобто 

D2F (x )=0−π ≤ x≤ π .

Тоді маємо

F ( x)=Ax+B . (2.15)
Але, з іншого боку, якщоF (x) є функцією Рімана для ряду (2.14), то

F ( x)=
a0
4

x2+Cx+ D−∑
n=1

∞ an cosnx+bnsin nx

n2
, (2.16)

З (2.15) та (2.16) маємо

a0
4

x2+A1 x+B1=∑
n=1

∞ ancosnx+bnsin nx

n2
, (2.17)

де  A1 та  B1 – нові константи. Але перша частина (2.17) має період  2π ,

отже і ліва теж, а це можливо лише при 

a0=0та A1=0. (2.18)
Тепер маємо

B1=∑
n=1

∞ an cosnx+bnsin nx

n2
, (2.19)

Ряд  (2.19)  збігається  рівномірно;  тому  його  коефіцієнти  є

коефіцієнтами Фур’є від його сум [34], але вони є постійним числом B1,

тому

an

n2
=

bn

n2
=0 (n=1 ,2,…) ,

звідси

an=bn=0(n=1 ,2 ,…) . (2.20)
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З (2.18) та (2.19) випливає, що ряд (2.19) має усі коефіцієнти рівні

нулю, таким чином теорему Кантора доведено. Він відразу узагальнив

цю теорему, довівши наступні твердження:

Якщо  тригонометричний  ряд  збігається  до  нуля  усюди,  окрім,

можливо,  скінченної  кількості  точок,  то  усі  його  коефіцієнти

дорівнюють нулю.

Дійсно, міркуючи, як при доведені теореми Кантора, ми бачимо,

що ряд,  який розглядаємо,  має коефіцієнти, які  прямують до нуля,  та

його функція Рімана F (x) повинна бути лінійною на кожному інтервалі,

де ряд збігається до нуля, так як там D2F (x )=0 . Але F ( x) повинна бути

гладкою [9]. Тому вона не може мати кутових точок. Тож, вона не може

складатися  з  різноманітних  прямолінійних  відрізків,  а  повинна  бути

просто лінійною. А якщо так, то доведення закінчується, як у минулій

теремі, тобто доводимо, що усі коефіцієнти ряду дорівнюють нулю.

Зауваження. Теорему Кантора можна сформулювати у наступній

більш загальній формі: якщо тригонометричний ряд з коефіцієнтами, що

прямують  до  нуля,  сумовний  до  нуля  методом  Рімана  усюди,  окрім,

можливо,  скінченної  кількості  точок,  то  усі  його  коефіцієнти

дорівнюють нулю.

Дійсно,  при  доведені  теореми  ми  спиралися  лише  на  те,  що

коефіцієнти ряду прямують до нуля та D2F (x )=0 усюди, окрім, можливо,

скінченної кількості точок.

Наслідок. Нехай f (x) – функція з періодом 2π , скінченна у кожній

точці[0.2π ]. Тоді не існує двох різних тригонометричних рядів, кожен з

яких  збігається  з  f (x) на  [0 ,2 π ],  окрім,  можливо,  скінченної  кількості

точок.

Дійсно,  припустимо,  що  існують  два  таких  тригонометричних

ряди; тоді їх різницею є ряд

a0
2

+∑
n=1

∞

an cosnx+bnsin nx , (2.21)
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у якого не усі коефіцієнти дорівнюють нулю, та, однак, він збігається до

нуля, окрім, можливо, скінченного числа точок. Але ми вже довели, що

це неможливо.

2.4. Локальна властивість абсолютного підсумовування рядів

Фур’є 

Множину  E назвемо  множиною  типу A .C .,  якщо  з  абсолютної

збіжності тригонометричного ряду 

∑
n=1

∞

ϱn cos¿¿¿ (2.22)

на  E випливає  ∑ ϱn<+∞.  Якщо множина  E не  є  A .C –  множиною,  то

назвемо її  N  –  множиною. Відомий факт  [16],  що  N-множина завжди

міри нуль і першої категорії.

З  означення  N-множини  випливає,  що  існує  ряд  (2.22),  що

збігається абсолютно на ній, та такий, що ∑ ϱn<+∞. Можемо вважати, що

такий ряд складається з одних синусів.

Нехай ряд (2.22) задовольняє умові:

ϱn=0 (εn)(n=1 ,2 ,…).

Якщо з абсолютної збіжності  такого ряду на  E випливає  ∑ ϱn<+∞, то

будемо E називати A .C .-множиною відносно послідовності {ε n}.

Фату [41] перший звернув увагу на те, що наявність хоча б однієї

точки абсолютної збіжності тригонометричного ряду дозволяє зробити

деякі висновки про множинb його точок збіжності, а також і збіжності

спряженого ряду.

Саме має місце 

Теорема Фату. Будь-яка точка абсолютної збіжності ряду 

a0
2

+∑
n=1

∞

an cosnx+bnsin nx (2.23)
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є точка симетрії для множини його точок збіжності, для множини точок

збіжності  спряженого  ряду,  а  також  для  множини  точок  абсолютної

збіжності даного ряду та спряженого з ним.

Вважаючи для стислості 

{An ( x )=an cosnx+bnsin nx
Bn ( x )=bn cosnx−an sin nx

, A0=
a0
2 (2.24)

за допомогою елементарних викладок упевнюємося у тому, що 

An (x+h)+ An ( x−h)=2 An(x)cosnh

Bn ( x+h)−Bn ( x−h)=−2 An (x ) sin nh.

Припустимо що ряд (2.23) збігається абсолютно при x=x0 , тобто

∑|An (x0 )|<+∞.

Тоді  зрозуміло,  що  збіжність  ∑ An(x0+h)тягне  за  собою  збіжність

∑ An(x0−h) та  аналогічно для  Bn ( x ),  це  також справедливо  і  для точок

абсолютної  збіжності.  Використовуючи  це  просте  зауваження,  Лузін

[24] довів наступні дві теореми:

Теорема Лузіна. 1) Якщо тригонометричний ряд має нескінченну

кількість точок абсолютної збіжності, то він або майже усюди збігається,

або майже усюди розбігається.

2)  Якщо  тригонометричний  ряд  збігається  абсолютно  у  двох

точках, відстань між якими не порівняна з  π,  то він або майже усюди

збігається, або майже усюди розбігається.

Послідовність  додатних  чисел  ϱn  назвемо  майже  монотонно

спадною, якщо існує така константа C, що 

ϱn+1<C ϱn(n=1 ,2 ,…)

(аналогічно можна означити майже монотонне зростання:

ϱn+1>C ϱn(n=1 ,2 ,…)

де C>0).

Прийнявши  цю  термінологію,  можемо  сформулювати  теорему

Саса [12].

Теорема Саса. Якщо для ряду
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a0
2

+∑
n=1

∞

an cosnx (2.25)

послідовність  {|an|} майже  монотонно  спадає  та  ряд  (2.25)  збігається

абсолютно хоча б в одній точці, то 

∑|an|<+∞

Покладемо |an|=ϱn. Маємо за умовою 

ϱn+1≥
1
C

ϱnn≥2.

Не порушуючи загальності, тут можемо вважати C ≥1; тоді

ϱn+1|cos (n−1) x|+ϱn|cos nx|≥

≥
ϱn

C
[|cos (n−1) x|+|cos nx|]≥ ϱn

C
[cos2 (n−1) x+cos2nx]=¿

¿ 1
C

ϱn [1+cos x cos (2n−1) x ]≥ 1
C

ϱn ¿

Якщо  ряд  (2.25)  збігається  абсолютно  у  точці  x0,  то  при

x0=0(mod π ) теорема  тривіальна;  якщо  ж  x0≠0(mod π ),  то  з  нерівності

маємо 

ϱn−1|cos(n−1)x0|+ϱn|cosn x0|≥
1
C

ϱn ¿

де γ ≠0, робимо висновок, що

∑
n=1

N

ϱn ≤ϱ1+
1
γ
∑
n=2

N

[ϱn−1|cos(n−1) x0|+ϱn|cosn x0|]≤ ϱ1+
2 A
γ

,

де A=∑
n=2

∞

ϱn|cosn x0|<+∞..

Отже,  ∑
n=1

N

ϱn<+∞.

Аналогічно доводиться 

Теорема 2.2.  Якщо  {|bn|}майже  монотонно  спадає  та   ∑
n=1

∞

bn sin nx

збігається абсолютно хоча б у одній точці               x0 , x0≠0 (mod π), то

∑|bn|<+∞.

Дійсно, зауваживши тільки, що 

s¿2 (n−1) x+¿ s¿2nx=1−¿cos xcos (2n−1)>1−¿|cos x|,¿¿¿

ми бачимо, що наведені вище доведення повторюються слово у слово.
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Лема 2.1. Нехай ряд 

∑
n=1

∞

ϱn cos (kn x−an) (2.26)

збігається абсолютно у двох точках x1і x2  x1−x2=δ ≠0 (modπ ) .

Нехай 

´
lim
m→ ∞

¿
1
m
∑
n=1

m

cos2kn δ<1.¿ (2.27)

Тоді: а) якщо  ϱn монотонно спадає  або б) якщо при будь-якому

цілому p та будь-якому n

ϱn−p

ϱn

<C ,

то  ∑ ϱn<+∞.

У якості наслідків цієї леми отримаємо наступну теорему Салема

[35].

Теорема 2.3. Нехай ряд 

∑ ϱn cos (nx−¿¿an)¿¿

збігається абсолютно у двох точках  x1 та  x2 , x1−x2≠0 (mod π).  Тоді якщо

виконуються одна з умов: а)ϱnмонотонно спадна  або                    б)

ϱn−p

ϱn

<C (n=1 ,2 ,…; p=1 ,2 ,…) ,то  ∑ ϱn<+∞.

Дійсно, якщо x1−x2=δ ≠0 (mod π), то 

∑
n=1

m

cos2nδ=Dm (2δ )−1
2

,

де Dm(x ) – ядро Діріхле [8], тому

|∑
n=1

m

cos 2nδ|=|sin(2m+1)δ
2sin δ

−1
2|≤ 12+ 1

2sin δ
, (2.28)

тож,

lim
m→ ∞

∑
n=1

m

cos2nδ

m
=0 ,

і ми знаходимося в умовах леми 2.1.

Теорема 2.4.  Якщо  числа  (k n
o
2π ) рівномірно  розподілені  на

відрізку (0,1) і ряд 
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∑ ϱn cos (¿¿kn x−an)¿¿

збігається абсолютно у двох точках x1 та x2 де x1−x2=δ , то при виконанні

однієї з умов а) чи б) леми 2.1 маємо 

∑ ϱn<+∞.

Наслідок. Якщо ϱn задовольняють одному з двох умов леми 2.1, і

ряд 

∑ ϱn cos (¿¿np x−an) p¿¿

збігається абсолютно у двох точках x1 та x2 де x1−x2≠0 (mod π ), то ∑ ϱn<+∞

.
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ВИСНОВКИ

В  ході  виконання  дослідження  було  зроблено  огляд

монографічної, методичної  літератури та наукових публікацій з теорії

класичних  методів  підсумовування  розбіжних  рядів;  визначено

особливості  поняття  збіжності  для  тригонометричного  ряду  Фур’є,  а

також розглянуто метод Валле Пуссена, що стосується підсумовування

рядів Фур’є; розкрито питання стосовно єдиності розкладу функції в ряд

Фур’є,  а  також  визначено  властивості  абсолютного  підсумовування

рядів Фур’є. Підсумовуючи основні результати виконаного дослідження,

можна відмітити наступні твердження:

1)  якщо  тригонометричний  ряд  збігається  для  всіх  x на

−∞<x<+∞, то він зображує функцію, що має період 2π . Тому, бажаючи

подати функцію тригонометричним рядом, розглядають або періодичні

функції з періодом 2π , або беруть функцію, задану на відрізку довжини

2π , а далі продовжують її періодично, тобто вимагають, щоб

f (x+2π )=f (x)

при будь-якому x;

2) для ряду Фур’є можна застосувати метод підсумовування Валле

Пуссена, який полягає у наступному: нехай

χ (t )=1
t
∫
0

t

φx (u)du , χ (0)=0

і χ (t )→0 при t →0.Якщо χ (t )є функція з обмеженою зміною на деякому

відрізку 0≤ t ≤ δ то σ (f ) збігається до f (x) в точці x.; 

3) якщо тригонометричний ряд 

a0
2

+∑ an cosnx+bnsin nx

збігається  до  нуля  у  кожній  точці  x на  проміжку  [0 ,2 π ],  то  усі  його

коефіцієнти дорівнюють нулю. Це твердження можна сформулювати у

наступній  більш  загальній  формі:  якщо  тригонометричний  ряд  з

коефіцієнтами, що прямують до нуля, підсумовується до нуля методом
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Рімана усюди, окрім, можливо, скінченної кількості точок, то усі його

коефіцієнти дорівнюють нулю; 

4) нехай  f (x) – функція з періодом  2π , скінченна у кожній точці

[0.2π ]. Тоді не існує двох різних тригонометричних рядів, кожен з яких

збігається з f (x) на [0 ,2 π ], окрім, можливо, скінченної кількості точок;

5)  якщо тригонометричний ряд  має  нескінченну кількість  точок

абсолютної  збіжності,  то  він  або  майже усюди збігається,  або  майже

усюди розбігається. Якщо тригонометричний ряд збігається абсолютно у

двох  точках,  відстань  між якими не  порівняна з  π,  то  він  або  майже

усюди збігається, або майже усюди розбігається
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	Якщо , тобто, якщо метод підсумовування А підсумовує всі збіжні ряди, то кажуть, що метод А зберігає збіжність або консервативний.

