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Вступ 
 
Практикум «Лінійна алгебра та аналітична геометрія» складено відповідно 

до навчальних програм з дисципліни для спеціальностей «Середня освіта 
(фізика)», «Середня освіта (інформатика)», «Комп’ютерні науки», «Інженерія 
програмного забезпечення» денної та заочної форм навчання і містить такі 
розділи: 

– матриці та визначники. Системи лінійних рівнянь; 
– векторна алгебра; 
– аналітична геометрія на площині; 
– аналітична геометрія в просторі. 
Практикум містить широкий спектр розв’язаних навчальних задач, які 

достатньо розкривають відповідні теоретичні питання дисципліни, сприяють 
розвиткові практичних навичок і є зразком належного оформлення розв’язань 
задач для самостійної роботи. Задачі для самостійної роботи за варіантами 
можуть бути розв’язані як в аудиторії, так і використані для домашнього 
завдання.  

Метою практикуму є:  
– допомогти в опануванні студентами основ математичного апарату 

лінійної алгебри та аналітичної геометрії; 
– розвинути логічне та аналітичне мислення; 
– виробити навички вибору ефективного методу розв’язування задач.  
Самостійне розв’язування задач, яке формує основу математичного 

мислення, передбачає активну роботу з теоретичним матеріалом, 
використанням конспекту лекцій, посібників та підручників. Деякі з них подано 
у списку використаних джерел. 
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Розділ 1 
Матриці та визначники. Системи лінійних рівнянь 

 

Приклад 1 Знайти матрицю D , якщо TCBAD  23 , ,

103

541

320




















A  






















312

140

324

B , 
















110

841

524

C . 

Розв’язання: 
Для знаходження матриці D  помножимо матрицю A  на 3, віднімемо від 

результату матрицю B , помножену на 2, і до отриманої різниці додамо 
транспоновану матрицю C . 

Помножимо матрицю A  на 3. Для цього кожен елемент цієї матриці 
множимо на 3: 

   

  






























































309

15123

960

130333

534313

332303

103

541

320

33A . 

Помножимо матрицю B  на 2. Для цього кожен елемент цієї матриці 
множимо на 2: 

 

  






























































624

280

648

321222

124202

322242

312

140

324

22B . 

Для знаходження матриці транспонованої до матриці C , поміняємо 
місцями рядки та стовпці даної матриці: 







































185

142

014

110

841

524
T

TC . 

Знаходимо матрицю D : 

































































185

142

014

624

280

648

309

15123

960

23 TCBAD  

 
 
  










































81018

1405

1534

1638205)4(9

12154812203

0691)4(6480

. 
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Отже, 





















81018

1405

1534

D . 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 1 Знайти матрицю D , якщо: 

1.1 TCBAD  22 , 










21

95
A , 










31

114
B , 










31

27
C . 

1.2 TBACD  23 , 









12

511
A , 












41

31
B , 










31

54
C . 

1.3 TBACD  24 , 









52

73
A , 







 


23

35
B , 







 


72

11
C . 

1.4 TBCAD  23 , 









83

52
A , 












34

57
B , 










31

82
C . 

1.5 TACBD  23 , 











23

58
A , 










21

74
B , 










21

35
C . 

1.6 TABCD  23 , 











21

32
A , 










52

73
B , 










21

37
C . 

1.7 TBACD  42 , 









51

194
A , 












24

74
B , 










43

25
C . 

1.8 TBCAD  23 , 









53

85
A , 







 


23

35
B , 










14

28
C . 

1.9 TACBD  32 , 









93

74
A , 












21

74
B , 










14

311
C . 

1.10 TBCAD  22 , 









11

78
A , 












74

53
B , 










71

62
C . 

1.11 TCABD  23 , 






 


32

21
A , 












11

32
B , 













24

31
C . 

1.12 TACBD  52 , 










18

19
A , 










11

34
B , 










37

52
C . 

1.13 TBCAD  23 , 









35

12
A , 







 


31

114
B , 











32

76
C . 

1.14 TACBD  43 , 










12

25
A , 












11

43
B , 










23

17
C . 
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1.15 TCBAD  22 , 









23

12
A , 







 


12

37
B , 










21

45
C . 

1.16 TBCAD  23 , 









52

21
A , 












12

13
B , 










51

34
C . 

1.17 TACBD  23 , 









11

34
A , 










31

41
B , 










71

52
C . 

1.18 TBCAD  34 , 









11

98
A , 










31

52
B , 










12

14
C . 

1.19 TBCAD  24 , 









21

74
A , 










92

51
B , 










51

33
C . 

1.20 TBCAD  23 , 









51

92
A , 










21

73
B , 










23

14
C . 

1.21 TBCAD  22 , 









31

207
A , 










31

52
B , 










81

07
C . 

1.22 TCBAD  22 , 









51

194
A , 












34

57
B , 










43

12
C . 

1.23 TCBBD  22 , 









91

172
A , 












21

74
B , 










10

45
C . 

1.24 TBCAD  25 , 











32

11
A , 










34

57
B , 










35

10
C . 

1.25 TBCAD  42 , 









23

35
A , 












132

61
B , 










43

21
C . 

1.26 TBCAD  32 , 









51

112
A , 










83

52
B , 










12

01
C . 

1.27 TACBD  32 , 









23

35
A , 












41

31
B , 










12

01
C . 

1.28 TBACD  24 , 










21

95
A , 










83

52
B , 










31

54
C . 

1.29 TCBAD  22 , 










21

95
A , 










83

52
B , 










31

27
C . 

1.30 TBCAD  23 , 









12

511
A , 












41

31
B , 










31

54
C . 
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Приклад 2 Обчислити визначник 

402

622

321

. 

Розв’язання: 
Для обчислення визначника використаємо правило трикутників: 

  42832106422223302262421

402

622

321

 . 

Відповідь: 4 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 2 Обчислити визначник: 

2.1 

352

112

111





; 

2.2 

123

212

312





; 

2.3 

312

302

431


; 

2.4 

411

131

312




; 

2.5 

412

521

123





; 

2.6 

153

112

321





; 

2.7 

113

231

152


 ; 

2.8 

112

213

131




; 

2.9 

314

131

317




; 

2.10 

123

521

432




; 

2.11 

213

131

114




; 

2.12 

412

351

136





; 

2.13 

621

513

341





; 

2.14 

131

312

211
; 

2.15 

111

211

253





; 

2.16 

251

132

311




; 

2.17 

213

212

321





; 

2.18 

251

132

311




; 

2.19 

1213

215

351





; 

2.20 

713

131

423


 ; 

2.21 

234

125

321


 ; 
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2.22 

143

315

126





; 

2.23 

631

153

214





; 

2.24 

043

112

317

 ; 

2.25 

114

213

131


 ; 

2.26 

311

251

132




; 

2.27 

111

211

253





; 

2.28 

043

112

317





; 

2.29 

114

213

131





; 

2.30 

621

513

341





. 

 

Приклад 3 Обчислити визначник 

1323

6514

3422

2211






. 

Розв’язання: 
Спростимо визначник, використовуючи правило: 
Елементи рядка (стовпця) визначника можна множити на число і додавати 

до елементів іншого рядка (стовпця), а потім розкласти визначник за рядком 
або стовпцем, в якому буде найбільша кількість нульових елементів. 

Помножимо перший стовпець на  1  та додамо його до другого стовпця, 
потім помножимо його на 2 і додамо до третього і до четвертого стовпця: 

  221

7953

21354

7802

0001

1953

61354

3802

2001

1353

6554

3402

2201

1323

6514

3422

2211



























. 

В результаті отримали визначник, який має у першому рядку три нулі. 
Розкладемо його за елементами першого рядка: 

  








795

2135

780

110001

7953

21354

7802

0001

11
14131211 AAAA  

      




 

953

1354

802

10

753

254

702

10

793

2134

782

10 413121  
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 
795

2135

780

000

795

2135

780

11 2





 . 

Для обчислення визначника віднімемо від третього рядка другий та 
розкладемо визначник за елементами другого рядка: 

  







 0

54

78
150050

540

2135

780

795

2135

780
3

312111 AAA  

       34068528405745815  . 
Відповідь: 340. 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 3 Обчислити визначник: 

3.1 

3250

2505

7414

0233




; 

3.2 

6740

2125

6031

1518







; 

3.3 

1025

3240

4132

0203


; 

3.4 

6700

2150

6091

1582







; 

3.5 

6041

2520

6931

1012




; 

3.6 

0741

5120

9031

8512







; 

3.7 

4474

3110

0121

1302





; 

3.8 

1204

2123

3210

0321

; 

3.9 

0232

0213

3221

5130






; 

3.10 

2131

2103

0132

1022






; 

3.11 

4531

2302

4321

2050


; 

3.12 

8272

0213

3231

5100





; 

3.13 

1132

2140

0136

1023







; 

3.14 

0232

1213

3221

0130






; 

3.15 

1032

2103

3162

1032






; 
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3.16 

1032

2103

3210

0321

; 

3.17 

1230

2143

3012

4021






; 

3.18 

2101

0143

6132

3022





; 

3.19 

1022

2143

3200

0341

; 

3.20 

0141

0231

2401

1111







; 

3.21 

5532

0011

8301

4321




; 

3.22 

0530

2037

1863

4321

; 

3.23 

1010

1121

2011

1111






; 

3.24 

0111

1123

2011

1110






; 

3.25 

0111

1101

2011

1121


; 

3.26 

0023

9765

6543

0321

; 

3.27 

0110

1321

2111

1201



; 

3.28 

0474

1110

2121

0342







; 

3.29 

0031

1053

2111

4321




; 

3.30 

1011

3213

1210

0112






. 

 

Приклад 4 Знайти добуток матриць AB , якщо 




















223

312

104

A , 






















312

102

321

B . 

Розв’язання: 
Добуток AB  можливо обчислити, оскільки число стовпців матриці A  

дорівнює числу рядків матриці B . Знаходимо матрицю ABC  : 










































312

102

321

223

312

104

ABC  
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   
         

   























321233120223222213

331132130122232112

311034110024212014

 












































183

276

1576

629206443

916304622

3012108204

. 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 4 Знайти добуток матриць AB , якщо: 

4.1 а) 










341

312
A , 


















152

510

431

B ; 

      б) 
















110

121

487

A , 

















3322

2234

1213

B ; 

4.2 а) 






 


301

534
A , 






















301

212

134

B ; 

      б) 



















111

324

172

A , 



















2421

3031

1128

B ; 

4.3 а) 










315

124
A , 


















512

101

311

B ; 

      б) 

















490

024

313

A , 

















2532

1111

0131

B ; 

4.4 а) 










231

412
A , 





















121

435

234

B ; 

      б) 





















414

520

312

A , 



















7412

4310

3216

B ; 
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4.5 а) 









124

213
A , 


















113

201

321

B ; 

      б) 

















110

512

014

A , 



















2317

1117

4023

B ; 

4.6 а) 









012

310
A , 




















201

023

141

B ; 

      б) 














 


271

590

131

A , 



















7412

4310

3216

B ; 

4.7 а) 












521

123
A , 





















121

435

234

B ; 

      б) 














 


271

590

131

A , 



















2421

3031

1128

B ; 

4.8 а) 










315

124
A , 




















201

023

141

B ; 

      б) 














 


271

590

131

A , 





















3414

4521

0123

B ; 

4.9 а) 












521

123
A , 




















201

023

141

B ; 

      б) 














 


271

590

131

A , 



















2421

3031

1128

B ; 

4.10 а) 












521

123
A , 




















201

023

141

B ; 
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      б) 




















017

311

342

A , 





















3414

4521

0123

B ; 

4.11 а) 









543

215
A , 















 


271

590

131

B ; 

      б) 






















153

112

1321

A , 














 


1754

2172

4312

B ; 

4.12 а) 












521

123
A , 















 


271

590

131

B ; 

      б) 






















153

112

1321

A , 





















3414

4521

0123

B ; 

4.13 а) 










212

137
A , 















 


324

131

317

B ; 

      б) 














 


314

129

315

A , 














 


1754

2172

4312

B ; 

4.14 а) 









543

215
A , 


















151

073

124

B ; 

      б) 





















311

224

131

A , 



















1231

1122

0137

B ; 

4.15 а) 









412

310
A , 






















411

313

224

B ; 

      б) 




















017

311

342

A , 


















5111

3204

3672

B ; 
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4.16 а) 









423

654
A , 


















514

123

321

B ; 

      б) 




















314

131

321

A , 

















3061

3132

2717

B ; 

4.17 а) 









263

172
A , 






















523

243

115

B ; 

      б) 





















411

572

431

A , 



















1343

5111

4021

B ; 

4.18 а) 






 


480

511
A , 




















534

351

127

B ; 

      б) 





















511

432

271

A , 





















0132

3411

6735

B ; 

4.19 а) 









502

718
A , 















 


701

542

234

B ; 

      б) 

















511

401

327

A , 



















1353

4142

8071

B ; 

4.20 а) 









530

412
A , 




















437

013

121

B ; 

      б) 

















214

321

403

A , 
















5433

1151

0248

B ; 

4.21 а) 










011

423
A , 




















475

401

121

B ; 
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      б) 






















302

241

132

A , 



















5073

0114

2135

B ; 

4.22 а) 










343

121
A , 




















012

211

435

B ; 

      б) 




















152

523

441

A , 



















1121

3147

2035

B ; 

4.23 а) 






 


011

723
A , 





















123

521

432

B ; 

      б) 

















153

114

215

A , 





















4154

0367

2021

B ; 

4.24 а) 









624

812
A , 


















805

212

761

B ; 

      б) 

















354

413

021

A , 



















2352

8413

1801

B ; 

4.25 а) 









523

412
A , 


















317

253

041

B ; 

      б) 

















512

471

323

A , 





















3012

0814

4263

B ; 

4.26 а) 










541

273
A , 


















725

041

136

B ; 

      б) 

















254

435

712

A , 



















4331

8227

0145

B ; 
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4.27 а) 









624

812
A , 


















725

041

136

B ; 

      б) 

















254

435

712

A , 



















2352

8413

1801

B ; 

4.28 а) 









523

412
A , 


















725

041

136

B ; 

      б) 

















254

435

712

A , 





















3012

0814

4263

B ; 

4.29 а) 






 


011

723
A , 


















317

253

041

B ; 

      б) 

















153

114

215

A , 





















4154

0367

2021

B ; 

4.30 а) 









523

412
A , 


















725

041

136

B ; 

      б) 

















254

435

712

A , 





















3012

0814

4263

B . 

 

Приклад 5 Знайти матрицю, обернену до 




















311

221

312

А , та перевірити 

отриманий результат множенням. 
Розв’язання: 

Спочатку обчислимо визначник матриці A : 

  26
13

91
11

001

131

912

311

221

312
13 










 A . 
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Так як визначник матриці відмінний від нуля, то матриця A  має обернену. 
Для знаходження оберненої матриці 1A  обчислимо алгебраїчні доповнення 
елементів матриці: 

  8
31

22
1 11

11 


 A ;   6
31

31
1 12

21 


 A ;   4
22

31
1 13

31 



 A ; 

  1
31

21
1 21

12  A ;   9
33

12
1 22

22 


 A ;   7
21

32
1 23

32 


 A ; 

  3
11

21
1 31

13 


 A ;   1
11

12
1 32

23  A ;   5
21

12
1 33

33 


 A . 

Матриця 1A , обернена до матриці A , відповідно до формули 


















332313

322212

312111
1 1

AAA

AAA

AAA

A
A , має вигляд  














































26
5

26
1

26
3

26

7

26

9

26

1
13

2

13

3

13

4

513

791

468

26

11А . 

Виходячи з означення оберненої матриці і використовуючи правила 
множення матриць, обчислимо добуток матриць 1A  та A : 

















































































311

221

312

513

791

468

26
1

311

221

312

513

791

468

26
11АА  

     
     
























3521)3(315)2(113151123

3729)3(117)2(911171921

3426)3(814)2(618141628

26
1

 

Е


































100

010

001

2600

0260

0026

26

1
. 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 5 Знайти матрицю, обернену до даної, та перевірити отриманий 
результат множенням. 

5.1 














 


043

120

211

A  5.2 





















201

310

232

A  5.3 



















213

110

054

A  
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5.4 





















321

110

122

A  

5.5 



















134

012

203

A  

5.6 














 


201

320

112

A  

5.7 



















140

111

232

A  

5.8 





















110

022

435

A  

5.9 














 


110

231

122

A  

5.10 

















210

302

134

A  

5.11 






















403

111

322

A  

5.12 














 


431

340

221

A  

5.13 



















421

011

322

A   

5.14 

















211

230

102

A  

5.15 

















423

110

012

A  

5.16 



















312

302

431

A  

5.17 






















112

313

120

A  

5.18 






















113

412

321

A  

5.19 


















122

212

221

A  

5.20 





















122

212

431

A  

5.21 


















122

253

221

A  

5.22 






















201

320

231

A  

5.23 





















213

110

023

A  

5.24 





















321

110

111

A  

5.25 



















132

012

201

A  

5.26 














 


201

310

112

A  

5.27 



















130

121

232

A  

5.28 





















120

022

131

A  

5.29 














 


110

212

123

A  

5.30 

















210

302

112

A  

 
Приклад 6 Розв’язати систему: 

а) 












.43

,1722

,532

zyх

zyх

zyх

 методом Гауса; 

б) 













832

33

1234

zyx

zyx

zyx
 за правилом Крамера; 
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в) 













14

23

1322

zyx

yx

zyx
 матричним методом. 

Розв’язання: 
а) Розширена матриця системи має вигляд: 















 




4

17

5

311

221

312

. 

Виконаємо прямий хід метода Гауса. 
Для зручності обчислень змінимо місцями перший та другий рядок: 




















4

5

17

311

312

221

. 

Так як 011 а , то помноживши перший рядок на (–2) і на (–1) і додаючи 
отримані рядки відповідно до другого і третього рядка, виключаємо змінну x  із 
усіх рядків, починаючи із другого: 






















13

39

17

130

750

221

. 

Так як 022 а , то помноживши другий рядок на 







5
3

 і додавши до 

третього, таким чином виключимо змінну y  із третього рядка: 






















5

52
39

17

5

26
00

750

221

. 

Отримали систему рівнянь, яка відповідає останні матриці: 


















.
5

52

5

26

,3975

,1722

z

zy

zyх

 

Використовуючи обернений хід метода Гауса, знайдемо із третього з 

рівнянь 2z ; із другого рівняння знайдемо 5
5

2739



y ; із першого 

рівняння 3
1

)5(22217



х . 
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Відповідь:  2;5;3  . 
б) Для знаходження розв’язку використовуємо формули: 




 xх , 



 yy , 



 zz . 

  40
107

1011
11

001

1073

10114

321

113

234
13 




  ; 

  80
1922

510
11

19228

5103

001

328

113

231
11 














 

x ; 

  120
1710

510
11

01710

133

0510

381

133

214
32 




 

y ; 

  0
2233

1015
11

02233

01015

134

821

313

134
31 







 

z ; 

2
40
80





 xх ; 

3
40
120








 yy ; 

0
40
0





 zz . 

Відповідь:  0;3;2  . 

в) Обчислимо визначник вихідної матриці 




















141

031

322

: 

  29
31

145
11

141

031

0145

141

031

322
13 












  . 

Знайдемо обернену матрицю за формулою 





















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A









21

22212

12111

1 1
. 

  ij
ji

ij MA  1 ; 
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         304131
14

03
11 22

11
11

11 

  MA ; 

        101111
11

01
11 33

12
21

12   MA ; 

         731411
41

31
11 44

13
31

13 


  MA ; 

           1434121
14

32
11 33

21
12

21 



  MA ; 

         531121
11

32
11 44

22
22

22 


  MA ; 

           621421
41

22
11 55

23
32

23 



  MA ; 

         933021
03

32
11 44

31
13

31 


  MA ; 

         331021
01

32
11 55

32
23

32 


  MA ; 

         821321
31

22
11 66

33
33

33 


  MA . 

Тепер, використовуючи знайдену обернену матрицю можна знайти 
розв’язок вихідної системи: 

















































































































29
19
29

6
29
40

19

6

40

29

1

8121

3101

9283

29

1

1

2

1

867

351

9143

29

1

z

y

x

. 

Відповідь: 







29
19

;
29
6

;
29
40

. 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 6 Розв’язати систему рівнянь: а) методом Гауса; б) за правилом 
Крамера; в) матричним методом. 

6.1 












13

02

3

zyx

zyx

zyx

 6.2 












02

83

1542

zyx

zyx

zyx

 6.3 












3465

1254

2233

zyx

zyx

zyx
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6.4 












253

342

1342

zyx

zyx

zyx

 

6.5 













1

122

33

zyx

zyx

zyx

 

6.6 












24

322

22

zyx

zyx

zyx

 

6.7 












732

65

932

zyx

zyx

zyx

 

6.8 












522

1435

22

zyx

zyx

zyx

 

6.9 













7223

2

932

zyx

zyx

zyx

 

6.10 












23

12

62

zyx

yx

zyx

 

6.11 












023

752

532

zyx

zyx

zyx

 

6.12 












3

632

423

zyx

zyx

zyx

 

6.13 













645

5724

2532

zyx

zyx

zyx

 

6.14 












1573

13254

8523

zyx

zyx

zyx

 

6.15 













9324

575

6432

zyx

zyx

zyx

 

6.16 













4364

442

422

zyx

zyx

zyx

 

6.17 













63

7642

332

zyx

zyx

zyx

 

6.18 












3183

3352

5423

zyx

zyx

zyx

 

6.19 












41782

3024

1432

zyx

zyx

zyx

 

6.20 












069

39103

2475

zyx

zyx

zyx

 

6.21 












4513

2

152

zyx

zyx

zyx

 

6.22 












223

12969

6523

zyx

zyx

zyx

 

6.23 












143

369

123

zyx

zyx

zyx

 

6.24 












534

32

12

zyx

zyx

zyx

 

6.25 












354

0

523

zyx

zyx

zyx

 

6.26 












1633

1023

1642

zyx

zyx

zyx

 

6.27 












3

02

1

zyx

zyx

zyx

 

6.28 












122

1

3

zyx

zyx

zyx

 

6.29 












6563

52

32

zyx

zyx

zyx

 

6.30 












532

6

1432

zyx

zyx

zyx

 

 
Приклад 7 Дослідити на сумісність системи лінійних рівнянь. У випадку 

сумісності знайти їх розв’язок: 

а) 
















.1110942

,98736

,76524

,5432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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б) 












.4225

,133

,232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Розв’язання: 
а) Перевіримо систему на сумісність за допомогою теореми Кронекера-

Капеллі. Для цього знайдемо ранг основної матриці системи та ранг її 
розширеної матриці. 

Виписуємо основну матрицю системи A , після чого множимо послідовно 
всі елементи першого її рядка на –2, –3, –1 та додаємо до відповідних елементів 
другого, третього та четвертого рядків: 


















































6630

4200

2100

4312

~

10942

8736

6524

4312

A . 

Викреслюємо третій рядок, що має всі елементи пропорційні відповідним 
елементам другого: 























6630

2100

4312

A . 

Міняємо всі знаки елементів другого рядка на протилежні і ділимо всі 
елементи третього рядка на 3 та ставимо його на місце другого: 




















2100

2210

4312

A . 

Звідси знаходимо ранг матриці, який дорівнює 3. 
Виписуємо розширену матрицю системи B , після чого множимо 

послідовно всі елементи першого її рядка на –2, –3, –1 та додаємо до 
відповідних елементів другого, третього та четвертого рядків: 


















































66630

64200

32100

54312

~

1110942

98736

76524

54312

B . 

Викреслюємо третій рядок, що має всі елементи пропорційні відповідним 
елементам другого: 























66630

32100

54312

B . 
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Міняємо всі знаки елементів другого рядка на протилежні і ділимо всі 
елементи третього рядка на 3 та ставимо його на місце другого: 




















32100

22210

54312

B . 

Отже, 3rangrang  BA , тому за теоремою Кронекера-Капеллі система 
рівнянь сумісна. Знайдемо її розв’язок. 

Записуємо систему еквівалентну даній: 













.32

,222

,5432

43

432

4321

xx

xxx

xxxx

 

Ця система має безліч розв’язків. Вважаючи значення 4x  довільним, маємо, 
починаючи з останнього рівняння: 

43 23 xx  ; 
  44444432 24224622232222 xxxxxxxx  ; 

     5423324
2

1
543

2

1
4444321 xxxxxxx  

  00
2

1
546924

2

1
444  xxx . 

В результаті маємо розв’язок системи: 
 444 ;23;24;0 xxx  , де 4x  – довільне. 
Відповідь:  444 ;23;24;0 xxx  , де 4x  – довільне. 
б) Перевіримо сумісність системи за допомогою теореми Кронекера-

Капеллі. 
Розглянемо основну матрицю системи A . Від елементів другого рядка 

віднімемо елементи першого і змінимо їх місцями: 

































































225

132

441

~

225

441

132

~

225

313

132

A . 

Множимо перший рядок на –2 і додаємо до другого, множимо перший 
рядок на –5 і додаємо до третього: 












































18220

9110

441

~

225

132

441

A . 

Множимо другий рядок на –2 і додаємо до третього: 





















000

9110

441

A . 
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Маємо, ранг основної матриці A  системи дорівнює 2. 
Знайдемо ранг розширеної матриці B  системи. 
В розширеній матриці B  від елементів другого рядка віднімемо елементи 

першого і змінимо їх місцями: 

































































4225

2132

1441

~

4225

1441

2132

~

4225

1313

2132

B . 

Множимо перший рядок на –2 і додаємо до другого, множимо перший 
рядок на –5 і додаємо до третього: 












































918220

49110

1441

~

4225

2132

1441

B . 

Множимо другий рядок на –2 і додаємо до третього: 





















1000

49110

1441

B . 

Зрозуміло, що 2rang A , а 3rang B . Відповідно до теореми Кронекера-
Капеллі, з того, що BA rangrang  , випливає несумісність вихідної системи. 

Відповідь: система несумісна. 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 7 Дослідити на сумісність системи лінійних рівнянь. У випадку 

сумісності знайти їх розв’язок: 

7.1 а) 
















;726

,22

,623

,13

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;14434

,52

,9543

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.2 а) 

















;9234

,33

,223

,852

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 













;6372

,12623

,535

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.3 а) 

















;7236

,542

,252

,423

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;13323

,52

,822

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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7.4 а) 

















;122

,232

,322

,032

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;63355

,5223

,124

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.5 а) 
















;726

,22

,623

,13

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;13323

,5232

,825

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.6 а) 
















;6133

,34

,053

,332

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 













;3324

,523

,223

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.7 а) 
















;1384

,47

,53

,432

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;6623

,232

,4523

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.8 а) 

















;7355

,4352

,22

,1

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;634

,1443

,523

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.9 а) 

















;1384

,44

,53

,432

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 













;13332

,5223

,825

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.10 а) 

















;122

,223

,322

,032

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 













;3342

,523

,223

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.11 а) 
















;762

,22

,632

,13

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 













;6632

,232

,4523

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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7.12 а) 

















;16853

,762

,753

,234

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 













;634

,523

,1434

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.13 а) 
















;1229

,542

,335

,436

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;82548

,32

,537

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.14 а) 
















;11212

,9324

,13

,337

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;6435

,524

,134

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.15 а) 
















;11236

,623

,452

,1432

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;122227

,42

,8335

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.16 а) 

















;9243

,33

,223

,825

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;92243

,252

,735

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.17 а) 

















;7263

,542

,252

,432

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;1233

,5232

,724

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.18 а) 

















;231364

,753

,22

,14132

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;1310234

,5432

,8653

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.19 а) 

















;122

,322

,232

,023

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;114546

,543

,635

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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7.20 а) 

















;9432

,33

,232

,825

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;164445

,553

,11574

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.21 а) 

















;2653

,542

,335

,463

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;14323

,634

,8232

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.22 а) 

















;16835

,762

,753

,234

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;4647

,5232

,9436

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.23 а) 
















;11632

,632

,425

,1234

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;326

,5234

,235

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.24 а) 
















;53

,23

,542

,032

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;3334

,343

,0423

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.25 а) 

















;16835

,762

,753

,234

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;1046

,7325

,323

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.26 а) 

















;13104

,9342

,13

,337

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;10633

,352

,742

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.27 а) 
















;726

,22

,623

,13

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;3334

,343

,0423

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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7.28 а) 
















;53

,23

,542

,032

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












;14434

,52

,9543

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.29 а) 

















;7236

,542

,252

,423

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 













;6372

,12623

,535

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

7.30 а) 

















;9234

,33

,223

,852

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 б) 












.13323

,52

,822

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

 
Приклад 8 Розв’язати однорідну систему лінійних алгебраїчних рівнянь: 

а) 












;023

,032

,0542

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

б) 












.044

,053

,043

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Розв’язання: 
а) Обчислимо визначник системи: 








213

321

542

 

             241231523511343222  
  011283986305368  . 

Тому система має єдиний нульовий розв’язок: 0321  xxx . 
Відповідь:  0;0;0 . 
б) Обчислимо визначник системи: 

        


 351441134111454433

414

531

143

  0434315161218036  . 
Отже, система має нескінченну множину розв’язків. Розглянемо будь-які 

два рівняння системи (наприклад, перше і друге) і знайдемо розв’язок системи: 



31 
 








.053

,043

321

321

xxx

xxx
 

Так як визначник із коефіцієнтів при невідомих 1x  і 2x  не дорівнює нулю, 
то в якості базисних невідомих візьмемо 1x  і 2x  (хоча можна брати й інші пари 
невідомих) і перемістимо члени системи з 3x  в праві частини рівнянь: 








.53

,43

321

321

xxx

xxx
 

Отриману систему розв’язуємо за формулами Крамера: 

  13491433
31

43



 ; 

333
3

3 17203
35

4
1

xxx
x

x
x 


 ; 333

3

3 1615
51

3
2

xxx
x

x
x 


 . 

Звідси знаходимо, що 
13

17 3
1

x
x  , 

13

16 3
2

x
x  . Вважаючи, що kx 133  , де k  

– довільний коефіцієнт пропорційності, отримуємо розв’язок вихідної системи: 
kx 171  , kx 162  , kx 133  . 

Відповідь:  kkk 13;16;17 . 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 8 Розв’язати однорідну систему лінійних алгебраїчних рівнянь: 

8.1 а) 













;010114

,0432

,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;038

,023

,0435

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.2 а) 












;033

,0

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;0332

,033

,0465

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.3 а) 












;0453

,032

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;0423

,042

,052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.4 а) 












;0432

,02

,0104

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 













;0523

,0432

,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.5 а) 












;02

,0364

,052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;024

,025

,042

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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8.6 а) 












;03

,032

,033

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 













;0325

,0432

,03

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.7 а) 












;023

,032

,02

31

321

321

xx

xxx

xxx

 б) 













;064

,0533

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.8 а) 












;045

,032

,052

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;0

,042

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.9 а) 












;07

,033

,0455

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;0322

,054

,022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.10 а) 













;05

,0252

,03

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;037

,023

,044

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.11 а) 












;043

,023

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;045

,0532

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.12 а) 













;0523

,0232

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;02

,0323

,025

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.13 а) 













;035

,0423

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;092

,042

,052

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

8.14 а) 












;0542

,078

,034

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;022

,032

,053

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.15 а) 












;027

,052

,034

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;05

,0323

,022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

8.16 а) 












;0532

,023

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

б) 












;02

,023

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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8.17 а) 












;0233

,02

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;022

,043

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.18 а) 













;0524

,02

,023

321

321

21

xxx

xxx

xx

 б) 












;0322

,03

,025

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.19 а) 












;03

,052

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;025

,032

,0323

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.20 а) 












;0434

,032

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;0322

,0232

,054

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.21 а) 












;02

,0285

,043

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 













;0623

,0732

,05

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.22 а) 













;03

,0342

,053

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;04

,025

,043

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.23 а) 












;044

,0232

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;03

,023

,0342

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.24 а) 












;02

,0323

,037

321

321

321

xxx

xxx

xxx

б) 












;0534

,0433

,067

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.25 а) 












;03

,032

,042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;0573

,0342

,0235

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.26 а) 













;032

,054

,067

321

21

321

xxx

xx

xxx

 б) 












;0334

,0453

,078

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.27 а) 












;034

,023

,0245

321

32

321

xxx

xx

xxx

 б) 












;0432

,057

,0585

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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8.28 а) 













;0343

,0

,0456

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;02

,0734

,065

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.29 а) 












;0274

,05

,038

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












;045

,0357

,042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

8.30 а) 












;0243

,053

,037

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 












.0523

,0645

,022

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Розділ 2 
Векторна алгебра 

 

Приклад 1 Вектори a  і b  утворюються кут 120 . Знаючи, що 3a , 

4b , обчислити: 

а)   baba 223  ; 

б) ba  . 

Розв’язання: 

а)    2222
4434623223 bbaabbaabababaA  . 

Оскільки вірними є рівності: 

9
22
 aa , 16

22
 bb ,   65,043120cos  baba , то 

  611646493 A ; 

б)     37166292
222

 bbaababa . 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 1 Обчислити: 
1.1 а)   baba 274  ; б) ba 32  , якщо 2a , 5b ,  60 ; 

1.2 а)   baba 2352  ; б) ba 3 , якщо 3a , 4b , 120 ; 

1.3 а)   baba 323  ; б) ba 32  , якщо 2a , 3b ,  45 ; 

1.4 а)   baba 434  ; б) ba 32  , якщо 1a , 6b ,  60 ; 

1.5 а)   baba 254  ; б) ba 2 , якщо 3a , 1b ,  30 ; 

1.6 а)   baba 235  ; б) ba  , якщо 3a , 4b ,  60 ; 

1.7 а)   baba  342 ; б) ba 2 , якщо 3a , 2b , 120 ; 

1.8 а)   baba 323  ; б) ba 32  , якщо 24a , 3b ,  45 ; 

1.9 а)   baba  34 ; б) ba 2 , якщо 1a , 4b ,  60 ; 

1.10 а)   baba  56 ; б) ba 4 , якщо 32a , 1b ,  30 ; 

1.11 а)   baba 5 ; б) ba  , якщо 3a , 2b ,  60 ; 

1.12 а)   baba  343 ; б) ba 2 , якщо 5a , 2b , 120 ; 

1.13 а)   baba 325  ; б) ba 4 , якщо 2a , 3b ,  45 ; 

1.14 а)   baba 2334  ; б) ba 52  , якщо 2a , 4b ,  60 ; 

1.15 а)   baba  52 ; б) ba 2 , якщо 3a , 1b ,  30 ; 

1.16 а)   baba 2 ; б) ba  , якщо 3a , 4b ,  60 ; 
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1.17 а)   baba  353 ; б) ba 2 , якщо 3a , 2b , 120 ; 

1.18 а)   baba 323  ; б) ba 3 , якщо 26a , 3b ,  45 ; 

1.19 а)   baba 2334  ; б) ba 2 , якщо 2a , 6b ,  60 ; 

1.20 а)   baba  72 ; б) ba 32  , якщо 34a , 1b ,  30 ; 

1.21 а)   baba 23  ; б) ba  , якщо 5a , 4b ,  60 ; 

1.22 а)   baba  43 ; б) ba 2 , якщо 3a , 5b , 120 ; 

1.23 а)   baba  53 ; б) ba  , якщо 23a , 2b ,  45 ; 

1.24 а)   baba  33 ; б) ba 2 , якщо 2a , 3b ,  60 ; 

1.25 а)   baba  32 ; б) ba 2 , якщо 33a , 1b ,  30 ; 

1.26 а)   baba 2 ; б) ba 3 , якщо 3a , 4b ,  60 ; 

1.27 а)   baba  42 ; б) ba 25  , якщо 3a , 2b , 120 ; 

1.28 а)   baba  53 ; б) ba  , якщо 25a , 2b ,  45 ; 

1.29 а)   baba  3 ; б) ba 2 , якщо 4a , 3b ,  60 ; 

1.30 а)   baba 2 ; б) ba 2 , якщо 35a , 2b ,  30 . 

 
Приклад 2 Дано вектори kjia 4 , kjib 456  , kjic 432  . 

Знайти вектор x , який задовольняє рівності 8ax , 3bx , 13 cx . 
Розв’язання: 

Нехай  321 ;; xxxx  , тоді умова 8ax  рівносильна рівності 
84 321  xxx . Аналогічно дістаємо ще два рівняння 3456 321  xxx  та 

13432 321  xxx . 
Розв’язавши систему 














.13432

,3456

,84

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Отримаємо розв’язок є 11 x , 12 x , 23 x . 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 2 Знайти вектор x , якщо: 
2.1   1 kjix ,   53  kix ,   263  kjix ; 

2.2   22  kjix ,   85  kjix ,   284  kjix ; 

2.3   53  kjix ,   1172  kjix ,   2105  kjix ; 

2.4   104  kjix ,   1493  kjix ,   2126  kjix ; 
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2.5   175  kjix ,   17114  kjix ,   2147  kjix ; 

2.6   266  kjix ,   20135  kjix ,   2168  kjix ; 

2.7   377  kjix ,   23156  kjix ,   2189  kjix ; 

2.8   5 kjix ,   12  kjix ,   22  kjix ; 

2.9   173  kjix ,   754  kjix ,   22  kjix ; 

2.10   264  kjix ,   1075  kjix ,   242  kjix ; 

2.11   375  kjix ,   1396  kjix ,   263  kjix ; 

2.12   3 kjix ,   12  kjix ,   1103  kjix ; 

2.13   10323  kjix ,   432  kjix ,   0125  kjix ; 

2.14   722  kjix ,   743  kjix ,   1147  kjix ; 

2.15   18525  kjix ,   1054  kjix ,   2169  kjix ; 

2.16   11323  kjix ,   1365  kjix ,   31811  kjix ; 

2.17   10 jix ,   1676  kjix ,   42013  kjix ; 

2.18   62  kjix ,   922  kjix ,   443  kjix ; 

2.19   5 kjix ,   1123  kjix ,   525  kjix ; 

2.20   14323  kjix ,   1434  kjix ,   67  jix ; 

2.21   922  kjix ,   1745  kjix ,   729  kjix ; 

2.22   22525  kjix ,   2056  kjix ,   8411  kjix ; 

2.23   1333  kjix ,   2367  kjix ,   9613  kjix ; 

2.24   2325  kjix ,   3 kjix ,   04  kjix ; 

2.25   125  kjix ,   32  jix ,   152  kjix ; 

2.26   45  kix ,   53  kjix ,   263  kjix ; 

2.27   75  jix ,   924  kjix ,   374  kjix ; 

2.28   1025  kjix ,   1535  kjix ,   485  kjix ; 

2.29   8545  kjix ,   93  kjix ,   22  kjix ; 

2.30   11655  kjix ,   1542  kjix ,   32  kjix . 
 
Приклад 3 Знайти    baba 2322  , якщо  1;3;2a ,  0;4;2b . 

Розв’язання: 
Послідовно знаходимо 

     2;2;60;4;22;6;42  ba ,      3;17;20;8;43;9;623  ba . 
Тоді 

     kji

kji

baba
172

26

32

26

317

22

3172

2262322  
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kji 981428  . 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 3 Знайти векторний добуток: 
3.1    baba  342 , якщо  2;1;2a ,  3;4;2b ; 

3.2    baba 3225  , якщо  4;3;1a ,  2;1;5b ; 

3.3    baba 2372  , якщо  1;3;4a ,  1;2;2b ; 

3.4    baba  243 , якщо  4;3;2 a ,  3;1;1 b ; 

3.5    baba 324  , якщо  1;3;3a ,  2;3;2 b ; 

3.6    baba  23 , якщо  2;3;4a ,  5;4;2b ; 

3.7    baba 6223  , якщо  4;0;1a ,  2;1;3b ; 

3.8    baba  373 , якщо  2;3;4a ,  4;1;2b ; 

3.9    baba  223 , якщо  4;4;0 a ,  3;3;2 b ; 

3.10    baba  245 , якщо  1;2;3a ,  2;2;1 b ; 

3.11    baba  4 , якщо  2;1;5a ,  3;4;3b ; 

3.12    baba 3223  , якщо  4;4;1a ,  2;1;3 b ; 

3.13    baba  43 , якщо  2;3;2a ,  4;1;2 b ; 

3.14    baba 9223  , якщо  2;2;0 a ,  0;3;2 b ; 

3.15    baba 335  , якщо  1;2;3 a ,  2;2;1 b ; 

3.16    baba 23  , якщо  2;4;2a ,  3;0;3b ; 

3.17    baba 2323  , якщо  3;2;1a ,  3;1;4 b ; 

3.18    baba  43 , якщо  2;1;2a ,  2;1;2 b ; 

3.19    baba  23 , якщо  1;2;0 a ,  0;4;2 b ; 

3.20    baba 232  , якщо  0;2;3 a ,  2;2;1 b ; 

3.21    baba 22  , якщо  3;4;2a ,  2;0;3b ; 

3.22    baba 223  , якщо  1;2;1a ,  2;1;4 b ; 

3.23    baba  32 , якщо  4;1;2a ,  3;1;2 b ; 

3.24    baba  423 , якщо  2;2;0 a ,  0;3;2 b ; 

3.25    baba 252  , якщо  0;1;4 a ,  3;2;1 b ; 

3.26    baba 32  , якщо  0;4;2a ,  2;0;4b ; 

3.27    baba 3 , якщо  1;4;1a ,  2;1;3 b ; 

3.28    baba 43  , якщо  4;0;2a ,  2;1;3 b ; 

3.29    baba  423 , якщо  1;1;0 a ,  0;1;2 b ; 

3.30    baba  232 , якщо  0;2;3 a ,  3;4;1 b . 
 
Приклад 4 За координатами точок  6;1;5A ,  3;4;1B  і  9;3;6C  знайти: 

а) модуль вектора BCABa  4 ; 
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б) скалярний добуток векторів a  і BCb  ; 
в) проекцію вектора bc   на вектор ABd  ; 
г) координати точки M , яка ділить відрізок ABl   у відношенні 3:1 . 

Розв’язання: 
а) послідовно знаходимо координати векторів, які складають вектор a  (від 

координат кінця вектора віднімаємо координати початку вектора): 
 3;3;6 AB ,  6;1;5 BC ,  6;11;294  BCAB . 

Знаходимо модуль вектора a : 

  998611294 222  BCABa ; 

б) для знаходження скалярного добутку векторів, знайдемо спочатку їх 
координати. Маємо  6;11;29 a ,  6;1;5 b . Тоді скалярний добуток векторів 
(сума добутків відповідних координат векторів): 

      9866111529, ba ; 

в) для обчислення проекції вектора c  на вектор d  використовуємо 

формулу  
 

d

dc
c

d

,
пр  . Знаходимо значення величин, які входять до формули: 

 3;3;6 d , 

  918330, dc , 

549936 d , 

6

3

54

9
пр BC

AB
; 

г) враховуючи формулу для обчислення координат точки, яка ділить 

відрізок у заданому відношенні 







1

BA
M

rr
r , де 

3

1
 , маємо: 

2

7

3

1
1

1
3

1
5





Mx ;   

4

7

3

1
1

4
3

1
1





My ;   

4

21

3

1
1

3
3

1
6





Mz . 

Отримуємо точку 







4

21
;

4

7
;

2

7
M . 

Відповідь: 998 ; 98; 
6

3
; 








4

21
;

4

7
;

2

7
M . 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 4 За координатами точок A , B  і C  для указаних векторів знайти: 
а) модуль вектора a ; 
б) скалярний добуток векторів a  і b ; 
в) проекцію вектора c  на вектор d ; 
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г) координати точки M , яка ділить відрізок l  у відношенні  : . 

4.1  3;6;4A ,  6;2;5B ,  3;4;4 C , ACCBa  4 , ABb  , CBc  , ACd  , 
ABl  , 5 , 4 ; 

4.2  2;3;4 A ,  4;1;3 B ,  1;2;2C , CBACa 25  , ABb  , ACc  , 

CBd  , BCl  , 2 , 3 ; 

4.3  4;2;2 A ,  2;3;1 B ,  2;4;1C , BAACa 32  , BCb  , BCc  , 

ACd  , BAl  , 2 , 1 ; 

4.4  3;4;2A ,  4;1;3 B ,  2;2;1C , ACBAa 42  , BAb  , bc  , ACd  , 
BAl  , 1 , 4 ; 

4.5  5;4;2A ,  3;2;1 B ,  4;2;1 C , ACABa 43  , BCb  , bc  , ABd  , 
ABl  , 2 , 3 ; 

4.6  4;2;1 A ,  5;3;1B ,  2;4;1C , BCACa 73  , ABb  , bc  , ACd  , 
ACl  , 1 , 7 ; 

4.7  2;3;1A ,  1;4;2 B ,  2;3;1 C , CBABa 52  , ACb  , bc  , ABd  , 
ABl  , 2 , 4 ; 

4.8  3;4;2 A ,  4;2;3 B ,  2;0;0 C , CBACa 43  , BCcb  , CBd  , 
ACl  , 2 , 1 ; 

4.9  4;4;3 A ,  2;1;2B ,  1;3;2 C , ACCBa 45  , BAcb  , ACd  , 
BAl  , 2 , 5 ; 

4.10  5;2;0A ,  4;3;2 B ,  5;2;3 C , CBABa 43  , ACcb  , ABd  , 
ACl  , 3 , 2 ; 

4.11  4;3;2 A ,  0;4;2 B ,  5;4;1C , BCACa 84  , ABcb  , BCd  , 
ABl  , 4 , 2 ; 

4.12  2;3;2 A ,  2;4;1B ,  3;3;1 C , BCACa 42  , ABcb  , ACd  , 
BCl  , 3 , 1 ; 

4.13  1;6;5A ,  1;4;2 B ,  3;3;3 C , BCABa 43  , ACcb  , ABd  , 
BCl  , 3 , 2 ; 

4.14  3;6;10A ,  5;4;2B ,  6;4;3 C , CBACa 25  , BAcb  , ACd  , 
CBl  , 1 , 5 ; 

4.15  4;2;3A ,  3;1;2B ,  1;2;2 C , ACBCa 34  , BAb  , ACc  , 

BCd  , ACl  , 2 , 4 ; 

4.16  4;3;2 A ,  2;1;3 B ,  4;2;4C , CBACa 47  , ABcb  , CBd  , 
ABl  , 2 , 5 ; 

4.17  3;5;4A ,  3;2;4B ,  2;6;5 C , BCABa 49  , ACcb  , ABd  , 
BCl  , 5 , 1 ; 

4.18  6;4;2A ,  1;5;3B ,  4;5;4 C , BABCa 26  , CAcb  , BAd  , 
BCl  , 1 , 3 ; 
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4.19  5;2;4 A ,  2;7;3B ,  3;6;4 C , BCBAa 39  , ACcb  , BCd  , 
BAl  , 4 , 3 ; 

4.20  4;4;5A ,  3;2;5B ,  5;2;4 C , ABACa 611  , BCb  , ABc  , 

ACd  , BCl  , 3 , 1 ; 

4.21  6;4;3A ,  4;6;4B ,  3;2;5 C , CABCa 47  , BAb  , CAc  , 

BCd  , BAl  , 5 , 3 ; 

4.22  6;2;5 A ,  5;4;3B ,  4;5;2 C , BCACa 58  , ABcb  , BCd  , 
ACl  , 3 , 4 ; 

4.23  1;4;3A ,  6;2;5 B ,  7;2;4 C , ABACa 57  , BCcb  , ACd  , 
ABl  , 2 , 3 ; 

4.24  2;3;4A ,  5;3;4 B ,  3;4;6 C , BCACa 58  , BAcb  , ACd  , 
BCl  , 2 , 5 ; 

4.25  3;4;5A ,  2;5;4B ,  4;7;2 C , ABBCa 23  , CAcb  , ABd  , 
BCl  , 3 , 4 ; 

4.26  5;4;6A ,  8;1;7B ,  7;2;2 C , ACCBa 25  , ABb  , CBc  , 

ACd  , ABl  , 3 , 2 ; 

4.27  4;5;6 A ,  2;2;5 B ,  2;3;3C , CBABa 36  , ACcb  , CBd  , 
BCl  , 1 , 5 ; 

4.28  6;5;3 A ,  4;5;3 B ,  4;6;2C , BAACa 54  , CBb  , BAc  , 

ACd  , BAl  , 4 , 2 ; 

4.29  4;5;3A ,  3;2;4 B ,  7;4;2C , ACBAa 43  , ABb  , BAc  , 

ACd  , BAl  , 2 , 5 ; 

4.30  7;6;4A ,  1;4;2 B ,  2;4;3 C , ACABa 25  , BCcb  , ABd  , 
ABl  , 3 , 4 . 
 
Приклад 5 Дано вектори kia 44  , kjib 23   і jic 53  . 

Необхідно: 
а) обчислити добуток векторів a , b  і c5 ; 
б) знайти модуль векторного добутку c3  і b ; 
в) обчислити скалярний добуток векторів a  і b3 ; 
г) перевірити, чи будуть колінеарними чи ортогональними вектори a  і b ; 
д) перевірити, чи будуть компланарними вектори a , b  і c . 

Розв’язання: 
а) Так як jic 25155  , то 

   480200180100

02515

231

404

5,, cba ; 
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б) оскільки jic 1593  , то 

  kjijkki

kji

bc 42183018152730

231

0159,3 


 , 

    2988421830,3 222 bc ; 

в) знаходимо: kjib 6933  ,     126490343, ba ; 

г) так як  4;0;4a ,  2;3;1b  і 
2

4

3

0

1

4



, то вектори a  і b  не 

колінеарні. Оскільки     04243014, ba , то вектори a  і b  не 
ортогональні; 

д) вектори a , b  і c  компланарні, якщо    0,, cba . Обчислюємо 

   096403620

053

231

404

,, cba , тобто вектори a , b  і c  не 

компланарні. 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 5 Дано вектори a , b  і c . Необхідно: 
а) обчислити мішаний добуток трьох векторів; 
б) знайти модуль векторного добутку; 
в) обчислити скалярний добуток двох векторів; 
г) перевірити, чи будуть колінеарними чи ортогональними два вектори; 
д) перевірити, чи будуть компланарними три вектори. 
5.1 kjia  42 , kjb 4  і kjic 325  ; а) a , b3 , c ; б) a3 , c2 ; в) b , 

c4 ; г) a , c ; д) a , b2 , c3 ; 
5.2 kjia  43 , kjib 72   і kjic 2163  ; а) a5 , b2 , c ; б) b4 , c2 ; 

в) a , c ; г) b , c ; д) a2 , b3 , c ; 
5.3 kjia 242  , jib 37   і kjic 753  ; а) a , b2 , c3 ; б) a3 , b7 ; 

в) a2 , c ; г) a , c ; д) a3 , b2 , c3 ; 
5.4 kia 27  , kjib 462   і kjic 23  ; а) a , b2 , c7 ; б) b4 , c3 ; 

в) a2 , c7 ; г) b , c ; д) a2 , b4 , c3 ; 
5.5 kjia  24 , kjib 253   і kjc 5 ; а) a , b6 , c3 ; б) b2 , a ; в) a , 

c4 ; г) a , b ; д) a , b6 , c3 ; 
5.6 kjia  23 , kjb 32   і kjic  3 ; а) a , b3 , c2 ; б) c3 , a5 ; 

в) a2 , b4 ; г) a , c ; д) a5 , b4 , c3 ; 
5.7 kjia 34  , kjib 532   і kjic 427  ; а) a7 , b4 , c2 ; б) a3 , 

c5 ; в) b2 , c4 ; г) b , c ; д) a7 , b2 , c5 ; 
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5.8 kjia 324  , kib  2  і kjic 9612  ; а) a2 , b3 , c ; б) a4 , b3 ; 

в) b , c4 ; г) a , c ; д) a2 , b3 , c4 ; 
5.9 kia 5 , kjib 223   і kjic  42 ; а) a3 , b4 , c2 ; б) a7 , 

c3 ; в) a3 , b2 ; г) b , c ; д) a7 , b2 , c3 ; 
5.10 kjia 646  , kjib 969   і kic 8 ; а) a2 , b4 , c3 ; б) b3 , c9 ; 

в) a3 , c5 ; г) a , b ; д) a3 , b4 , c9 ; 
5.11 kjia 435  , kjib 242   і kjic 753  ; а) a , b4 , c2 ; 

б) b2 , c4 ; в) a3 , c6 ; г) b , c ; д) a , b2 , c6 ; 
5.12 kjia 734  , kjib 264   і kjic 396  ; а) a2 , b , c2 ; 

б) b4 , c7 ; в) a5 , c3 ; г) b , c ; д) a2 , b4 , c7 ; 
5.13 kjia 225  , kib 57   і kjic 232  ; а) a2 , b4 , c5 ; б) b3 , 

c11 ; в) a8 , c6 ; г) a , c ; д) a8 , b3 , c11 ; 
5.14 kjia 264  , kjib  32  і kjic 35  ; а) a5 , b7 , c2 ; 

б) b4 , a11 ; в) a3 , c7 ; г) b , a ; д) a3 , b7 , c2 ; 
5.15 kjia 324  , kjb 53   і kjic 466  ; а) a5 , b , c3 ; б) a7 , 

c4 ; в) a3 , c9 ; г) a , c ; д) a3 , b9 , c4 ; 
5.16 jia 83  , kjib 232   і kjic 8128  ; а) a4 , b6 , c5 ; б) a7 , 

c9 ; в) b3 , c8 ; г) b , c ; д) a4 , b6 , c9 ; 
5.17 kjia 242  , kib 29   і kjic 753  ; а) a7 , b5 , c ; б) b4 , 

a5 ; в) b3 , c8 ; г) a , c ; д) a7 , b5 , c ; 
5.18 kjia  39 , kjib 2115   і kjic 75  ; а) a2 , b7 , c3 ; 

б) a6 , c4 ; в) a7 , b5 ; г) b , c ; д) a2 , b7 , c4 ; 
5.19 kjia 342  , kjib 25   і kjic  47 ; а) a , b6 , c2 ; б) b8 , 

c5 ; в) a9 , c7 ; г) a , b ; д) a , b6 , c5 ; 
5.20 kjia 549  , kjib 42   і kjic 20105  ; а) a2 , b7 , c5 ; 

б) b6 , c7 ; в) a9 , c4 ; г) b , c ; д) a2 , b7 , c4 ; 
5.21 kjia 572  , kjib 62   і kjic 423  ; а) a3 , b6 , c ; 

б) b5 , c3 ; в) a7 , b4 ; г) b , c ; д) a7 , b4 , c3 ; 
5.22 kjia 547  , kjib 311   і kjic 355  ; а) a3 , b7 , c2 ; б) b2 , 

c6 ; в) a4 , c5 ; г) a , c ; д) a4 , b2 , c6 ; 
5.23 kjia 264  , kjib  32  і kjic 753  ; а) a6 , b3 , c8 ; б) b7 , 

a6 ; в) a5 , c4 ; г) b , a ; д) a5 , b3 , c4 ; 
5.24 kjia 23  , kjib 45   і kjic 426  ; а) a4 , b7 , c2 ; 

б) a6 , c4 ; в) a2 , b5 ; г) a , c ; д) a6 , b7 , c2 ; 
5.25 kjia 53  , kjib 842   і kjic  73 ; а) a2 , b , c3 ; б) a9 , 

c4 ; в) b5 , c6 ; г) b , c ; д) a2 , b5 , c6 ; 
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5.26 kjia 723  , kib 5  і kjic  46 ; а) a2 , b , c7 ; б) a5 , c2 ; 

в) b3 , c ; г) a , c ; д) a2 , b3 , c7 ; 
5.27 kjia 53  , kjib 642   і kjic 32  ; а) a3 , b4 , c5 ; б) b6 , 

c3 ; в) a , c4 ; г) b , c ; д) a3 , b4 , c5 ; 
5.28 kjia 454  , jib  5  і kjic 342  ; а) a , b7 , c2 ; б) a5 , b4 ; 

в) a3 , c8 ; г) a , c ; д) a3 , b4 , c8 ; 
5.29 kia 49  , kjib 642   і kjic 963  ; а) a3 , b5 , c4 ; б) b6 , 

c2 ; в) a2 , c8 ; г) b , c ; д) a3 , b6 , c4 ; 
5.30 kjia 465  , kjib 784   і kjc 43  ; а) a5 , b3 , c4 ; б) b4 , a ; 

в) a7 , c2 ; г) b , a ; д) a5 , b4 , c2 . 
 
Приклад 6 Вершини піраміди знаходяться в точках  4;3;2A ,  3;7;4B , 

 2;2;1C  і  1;0;2 D . Обчислити:  
а) площу грані ABC ;  
б) площу перерізу, який проходить через середину ребер AB , AC , AD ;  
в) об’єм піраміди ABCD . 

Розв’язання: 

а) відомо, що  BCABSABC ,
2

1
 . Знаходимо  1;4;2 AB ,  2;1;1 AC . 

  kjikji

kji

BCAB 259
11

42

21

12

21

14

211

142, 












 . 

Остаточно маємо: 

110
2

1
259

2

1 222 ABCS ; 

б) середини ребер AB , AC , AD  знаходяться в точках  5,3;5;3K , 
 3;5,2;5,1M ,  5,1;5,1;0N . Далі маємо: 

 KNKMSKMN ,
2

1
 ; 

 5,0;5,2;5,1 KM ; 

 2;5,3;3 KN ; 

  kji

kji

KNKM 25,25,125,3

25,33

5,05,25,1, 

 . 

875,17
2

1
25,25,125,3

2

1 222 KMNS ; 

в) оскільки   ADACABVABCD ,,
6

1
 ,  5;3;4 AD , 
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   11

534

211

142

,, 




ADACAB , то 
6

11
ABCDV . 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 6 Вершини піраміди знаходяться в точках A , B , C  і D . 
Обчислити: 

а) площу вказаної грані; 
б) площу перерізу, який проходять через середину ребра l  і дві вершини 

піраміди; 
в) об’єм піраміди ABCD . 
6.1  3;4;5 A ,  1;3;7 B ,  0;2;6 C ,  7;2;3 D ; а) BCD ; б) ADl  , B і C ; 
6.2  6;5;7 A ,  3;5;2 B ,  4;2;3 C ,  2;2;1D ; а) BCD ; б) CDl  , A  і B ; 
6.3  1;3;1A ,  6;4;1B ,  4;3;2 C ,  4;4;3 D ; а) ACD ; б) BCl  , A  і D ; 
6.4  1;4;2A ,  4;2;3 B ,  2;5;3 C ,  3;2;4 D ; а) ABD ; б) ACl  , B  і D ; 
6.5  4;3;5 A ,  6;4;1B ,  2;2;3 C ,  4;2;8 D ; а) ACD ; б) BCl  , A  і D ; 
6.6  2;4;3A ,  5;3;2 B ,  6;3;4 C ,  3;5;6 D ; а) ABD ; б) BDl  , A  і C ; 
6.7  3;6;4A ,  1;5;3 B ,  4;6;2 C ,  5;4;2 D ; а) ACD ; б) ADl  , B  і C ; 
6.8  8;5;7A ,  3;5;4 B ,  5;3;2 C ,  4;1;5 D ; а) BCD ; б) BCl  , A  і D ; 
6.9  5;6;7 A ,  3;1;5 B ,  0;4;8 C ,  7;4;3 D ; а) BCD ; б) ADl  , B  і C ; 
6.10  5;4;3A ,  1;2;1B ,  6;3;2 C ,  3;6;3 D ; а) ACD ; б) ABl  , C  і D ; 
6.11  2;5;3 A ,  3;2;4B ,  7;5;1C ,  5;4;2 D ; а) ACD ; б) BDl  , A  і C ; 
6.12  9;4;7A ,  3;2;1 B ,  0;3;5 C ,  4;3;1 D ; а) ABD ; б) ABl  , C  і D ; 
6.13  3;7;4 A ,  7;5;4 B ,  3;3;2 C ,  1;2;3D ; а) BCD ; б) BCl  , A  і D ; 
6.14  3;5;4 A ,  2;1;3B ,  6;7;5 C ,  5;1;6 D ; а) ACD ; б) BCl  , A  і D ; 
6.15  4;2;5A ,  7;5;3 B ,  8;5;1 C ,  5;3;9 D ; а) ABD ; б) BDl  , A  і C ; 
6.16  5;4;6A ,  3;7;5 B ,  8;2;4 C ,  3;8;2 D ; а) ACD ; б) ADl  , B  і C ; 
6.17  6;3;5A ,  4;4;3 B ,  8;6;5 C ,  3;0;4 D ; а) BCD ; б) BCl  , A  і D ; 
6.18  4;4;5 A ,  5;6;4 B ,  7;2;3 C ,  9;2;6 D ; а) ABD ; б) BDl  , A  і C ; 
6.19  6;2;3 A ,  3;2;6 B ,  4;1;1 C ,  7;6;4 D ; а) ABD ; б) BDl  , A  і C ; 
6.20  2;1;7 A ,  8;7;1B ,  9;7;3C ,  2;5;3 D ; а) ACD ; б) BDl  , A  і C ; 
6.21  7;2;5A ,  9;6;7 B ,  3;6;7 C ,  2;5;1 D ; а) ABD ; б) ABl  , C  і D ; 
6.22  1;5;2 A ,  9;7;6 B ,  1;5;4 C ,  4;1;2D ; а) BCD ; б) BCl  , A  і D ; 
6.23  5;3;6 A ,  7;1;5B ,  1;5;3 C ,  9;2;4 D ; а) ACD ; б) BCl  , A  і D ; 
6.24  2;4;7A ,  9;3;5 B ,  3;5;1 C ,  1;9;7 D ; а) ABD ; б) BDl  , A  і C ; 
6.25  7;2;8A ,  9;5;3 B ,  6;4;2 C ,  5;6;4 D ; а) ACD ; б) ADl  , B  і C ; 
6.26  1;3;4A ,  5;7;2B ,  4;2;4 C ,  5;3;2 D ; а) ACD ; б) ABl  , C  і D ; 
6.27  4;7;9 A ,  1;3;4 B ,  2;4;5 C ,  4;4;3D ; а) BCD ; б) CDl  , A  і B ; 
6.28  3;5;3A ,  8;2;3B ,  6;2;3 C ,  2;8;7 D ; а) ACD ; б) BDl  , A  і C ; 
6.29  3;2;4A ,  2;4;5 B ,  4;7;5 C ,  7;4;6 D ; а) ABD ; б) ADl  , B  і C ; 
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6.30  3;2;4 A ,  7;5;2B ,  1;3;6 C ,  1;4;6 D ; а) ACD ; б) BCl  , A  і D . 
 
Приклад 7 Довести, що вектори  0;1;3 a ,  1;3;2b ,  3;4;1c  

утворюють базис, та знайти координати вектора  7;3;2d  в цьому базисі. 
Розв’язання: 

Обчислюємо визначник, який складаємо із координат векторів: 

022

341

132

013





. 

Отже, вектори a , b  і c  утворюють базис, і вектор d  лінійно можна 
виразити через базисні вектори: czbyaxd   або в координатній формі 
маємо систему: 














.73

,343

,223

zy

zyx

zyx

 

Розв’язуючи отриману систему, знаходимо розв’язки: 
3x , 2y , 3z . 

Тому координати вектора d  у новому базисі  3;2;3 d  або 

cbad 323  . 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 7 Довести, що вектори p , q , r  утворюють базис і розкласти 

вектор x  за цим базисом: 
7.1  14;11;2x ,  3;1;1p ,  1;2;1q ,  1;1;4r ; 

7.2  3;6;2 x ,  8;1;2p ,  1;3;2 q ,  2;1;1 r ; 

7.3  4;13;12 x ,  3;2;1p ,  1;4;1q ,  3;1;5 r ; 

7.4  12;14;11x ,  3;4;2p ,  1;2;1 q ,  5;4;4r ; 

7.5  2;2;3 x ,  1;2;1p ,  3;2;2 q ,  4;1;1r ; 

7.6  15;2;12 x ,  1;2;1 p ,  1;3;4q ,  5;4;2r ; 

7.7  16;13;4x ,  1;3;1p ,  4;1;7 q ,  3;2;1r ; 

7.8  7;5;4 x ,  1;2;1p ,  1;1;2 q ,  3;1;1 r ; 

7.9  2;0;0x ,  3;2;2p ,  1;3;4 q ,  1;1;6 r ; 

7.10  10;13;1x ,  3;2;1p ,  1;3;3 q ,  1;4;2r ; 

7.11  12;9;1x ,  2;3;1p ,  3;1;2 q ,  1;2;3 r ; 

7.12  2;6;5 x ,  3;2;1p ,  2;1;4 q ,  1;3;2 r ; 

7.13  10;2;16x ,  1;1;2p ,  1;1;6 q ,  4;1;8 r ; 
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7.14  6;3;13 x ,  4;1;3p ,  1;2;2 q ,  1;1;1r ; 

7.15  1;16;13 x ,  1;2;1p ,  1;3;2q ,  4;1;1r ; 

7.16  27;11;11x ,  5;1;1p ,  1;1;5q ,  1;5;1 r ; 

7.17  2;1;1 x ,  3;1;2p ,  1;3;2 q ,  1;2;1r ; 

7.18  6;2;1x ,  3;2;1p ,  1;3;1 q ,  1;2;4 r ; 

7.19  11;11;4x ,  3;3;2p ,  2;4;1 q ,  4;2;1 r ; 

7.20  4;6;8 x ,  3;1;2p ,  1;3;1 q ,  7;5;1 r ; 

7.21  3;2;1x ,  2;1;3p ,  2;1;2q ,  5;2;1r ; 

7.22  2;8;10 x ,  3;6;1p ,  1;3;6q ,  6;1;3 r ; 

7.23  1;7;1x ,  1;7;2p ,  1;1;6 q ,  1;1;3 r ; 

7.24  4;6;4x ,  3;1;2p ,  1;2;3 q ,  2;4;3r ; 

7.25  1;1;1x ,  5;2;7 p ,  2;5;3 q ,  8;6;3 r ; 

7.26  3;9;8x ,  6;4;1p ,  1;2;4 q ,  2;3;5 r ; 

7.27  3;9;0 x ,  6;2;3 p ,  1;3;4 q ,  1;5;5 r ; 

7.28  3;4;2 x ,  4;2;1p ,  1;3;4 q ,  2;1;2 r ; 

7.29  5;8;7x ,  3;2;2p ,  1;4;3 q ,  1;1;1r ; 

7.30  3;4;6 x ,  3;3;1p ,  2;1;3 q ,  1;3;3 r ; 
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Розділ 3 
Аналітична геометрія на площині 

 
Приклад 1 Дано вершини трикутника ABC :  3;4A ,  3;3 B ,  7;2C . 

Знайти: 
а) рівняння сторони AB ; 
б) рівняння висоти CH ; 
в) рівняння медіани AM ; 
г) точку N  перетину медіани AM  і висоти CH ; 
д) рівняння прямої, яка проходить через точку C  паралельно стороні AB ; 
е) відстань від точки C  до прямої AB . 

Розв’язання: 
а) використовуючи рівняння прямої, яка проходить через дві точки, 

отримаємо рівняння сторони AB : 
33

3
43

4





 yx

, звідки 

   3746  yx  або після перетворень: 
0376  yx  – рівняння сторони AB ; 

б) використовуючи загальне рівняння сторони AB , знайдемо кутовий 

коефіцієнт цієї прямої: 0376  yx  або 
7
3

7
6

 xy . Звідки 
7
6

1 k . 

З урахуванням умови перпендикулярності прямих AB  і CH  ( 121 kk ), 

знаходимо кутовий коефіцієнт висоти CH : 
6
7

2 k . За координатами точки 

 7;2C  і кутовому коефіцієнту 
6
7

2 k  складаємо рівняння висоти CH : 

 2
6
7

7  xy  або 05667  yx  – рівняння висоти CH ; 

в) знайдемо спочатку координати 0x  та 0y  середини відрізка BC  – точки 

M : 
2
1

2
23

0 


x  та 2
2

73
0 


y . 

Тепер за координатами двох відомих точок A  і M  складемо рівняння 

медіани AM : 
32
3

4
2

1
4







 yx
 або після перетворень отримуємо 

01992  yx  – рівняння медіани AM . 
г) для знаходження координат точки N  перетину медіани AM  і висоти 

CH  складаємо систему рівнянь: 








.05667

,01992

yx

yx
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Розв’язавши її, отримуємо координати точки 







15
49

;
5
26

N , яка є точкою 

перетину медіани AM  і висоти CH ; 
д) так як пряма, яка проходить через вершину C , паралельна стороні AB , 

то їх кутові коефіцієнти рівні 
7
6

1 k . Тоді за координатами точки C  і значенню 

кутового коефіцієнту складаємо рівняння прямої CD : 

 2
7
6

7  xy  або 03776  yx  – рівняння прямої, яка проходить через 

точку C  паралельно стороні AB ; 
е) відстань від точки C  до прямої AB  обчислюємо за формулою: 

  17

858

85

40

76

37726
22





 CHd . 

Розв’язок даної задачі проілюстровано на рисунку 3.1. 

 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 1 Дано вершини трикутника ABC :  11; yxA ,  22 ; yxB ,  33; yxC . 

Знайти: 
а) рівняння сторони AB ; 
б) рівняння висоти CH ; 
в) рівняння медіани AM ; 
г) точку N  перетину медіани AM  і висоти CH ; 
д) рівняння прямої, яка проходить через точку C  паралельно стороні AB ; 
е) відстань від точки C  до прямої AB . 
1.1  4;2A ,  1;3B ,  7;10C ; 
1.2  2;3 A ,  4;14B ,  8;6C ; 
1.3  7;1A ,  1;3 B ,  3;11C ; 
1.4  0;1A ,  4;1B ,  5;9C ; 

Рисунок 3.1 
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1.5  2;1 A ,  1;7B ,  7;3C ; 
1.6  3;2 A ,  6;1B ,  1;6C ; 
1.7  2;4A ,  6;6B ,  2;6C ; 
1.8  3;4 A ,  3;7B ,  10;1C ; 
1.9  4;4 A ,  2;8B ,  8;3C ; 
1.10  3;3 A ,  7;5 B ,  7;7C ; 
1.11  6;1 A ,  4;3B ,  3;3C ; 
1.12  2;4A ,  6;8 B ,  6;2C ; 
1.13  2;5A ,  4;0 B ,  7;5C ; 
1.14  4;4 A ,  2;6B ,  8;1C ; 
1.15  8;3A ,  2;6B ,  5;0 C ; 
1.16  9;6 A ,  1;10 B ,  1;4C ; 
1.17  1;4A ,  1;3 B ,  3;7 C ; 
1.18  2;4A ,  4;6 B ,  10;4C ; 
1.19  1;3 A ,  3;11B ,  2;6C ; 
1.20  2;7 A ,  4;7B ,  5;5 C ; 
1.21  4;1 A ,  6;9B ,  4;5C ; 
1.22  2;10 A ,  5;4 B ,  1;3C ; 
1.23  1;3 A ,  5;4 B ,  1;8C ; 
1.24  6;2 A ,  5;3B ,  0;4C ; 
1.25  2;7 A ,  8;3 B ,  6;4C ; 
1.26  2;0A ,  4;7 B ,  2;3C ; 
1.27  0;7A ,  4;1B ,  4;8 C ; 
1.28  3;1 A ,  7;0B ,  4;2C ; 
1.29  1;5A ,  2;8 B ,  4;1C ; 
1.30  5;2A ,  1;3B ,  4;0C . 
 
Приклад 2 Відомі вершини  0;0O ,  0;2A  паралелограма OACD  і точка 

перетину його діагоналей  2;2 B . Записати рівняння сторін паралелограма. 
Розв’язання: 

Рівняння сторони OA  можна знайти за 
формулою рівняння прямої, яка проходить 
через дві точки: 0y . 

Так як точка B  є серединою діагоналі AD  
(за властивістю точки перетину діагоналей 
паралелограма), то за формулами ділення 
відрізка навпіл можна обчислити координати 

вершини  yxD ; : 
2

2
2

x
 , 

2
0

2
y

 , 

звідки 6x , 4y . 
Рисунок 3.2 
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Тепер можна знайти рівняння всіх інших сторін. 
Враховуючи паралельність сторін OA  і CD  (як протилежних сторін 

паралелограма), складаємо рівняння сторони CD : 4y .  
Рівняння сторони OD  складаємо за відомими координатами двох точок: 

04
0

06
0






 yx

, звідки xy
3
2

  або 032  yx . 

Рівняння сторони AC  знаходимо, враховуючи той факт, що вона 
проходить через відому точку  0;2A  паралельно відомій прямій OD : 

 2
3
2

0  xy  або 0432  yx . 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 2 Розв’язати наступні задачі. 
2.1 Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку перетину прямих 

0723  yx  і 063  yx , і відтинає на осі абсцис відрізок, який дорівнює 
3. 

2.2 Знайти проекцію точки  12;8A  на пряму, яка проходить через точки 
 3;2 B  і  1;5C . 

2.3 Дано вершини трикутника ABC :  4;4A ,  12;4 B  і точка  2;4M  
перетину його висот. Знайти координати вершини C . 

2.4 Знайти рівняння прямої, яка відтинає на осі ординат відрізок, який 
дорівнює 2, і проходить паралельно прямій 32  xy . 

2.5 Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку  3;2 A  і точку 
перетину прямих 52  yx  і 1 yx . 

2.6 Довести, що чотирикутник ABCD  – трапеція, якщо  6;3A ,  2;5B , 
 3;1 C ,  5;5D . 

2.7 Записати рівняння прямої, яка проходить через точку  1;3A  
перпендикулярно до прямої BC , якщо  5;2B ,  0;1C . 

2.8 Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку  1;2A  паралельно 
прямій MN , якщо  2;3 M ,  6;1N . 

2.9 Знайти точку, симетричну точці  1;2 M  відносно прямої 032  yx . 
2.10 Знайти точку O  перетину діагоналей чотирикутника ABCD , якщо 

 3;1 A ,  5;3B ,  2;5C ,  5;3 D . 
2.11 Через точку перетину прямих 0546  yx , 0852  yx  провести 

пряму, паралельну осі абсцис. 
2.12 Відомі рівняння сторони AB  трикутника ABC  124  yx , його висот 

BH  1245  yx  і AM  6 yx . Знайти рівняння двох інших сторін 
трикутника ABC . 

2.13 Дано дві вершини трикутника ABC :  2;6A ,  2;2 B  і точка 
перетину його висот  2;1H . Знайти координати точки M  перетину сторони 
AC  і висоти BH . 
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2.14 Знайти рівняння висот трикутника ABC , які проходять через вершини 
A  і B , якщо  2;4A ,  5;3 B ,  0;5C . 

2.15 Обчислити координати точки перетину перпендикулярів, проведених 
через середини сторін трикутника, вершинами якого є точки  3;2A ,  3;0 B , 
 3;6 C . 

2.16 Скласти рівняння висоти, яка проведена через вершину A  трикутника 
ABC , знаючи рівняння його сторін AB : 032  yx , AC : 075  yx , BC : 

01323  yx . 
2.17 Дано трикутник з вершинами  1;3A ,  1;3 B ,  12;5 C . Знайти 

рівняння і обчислити довжину його медіани, яка проведена з вершини C . 
2.18 Скласти рівняння прямої, яка проходить через початок координат і 

точку перетину прямих 0852  yx  і 0432  yx . 
2.19 Знайти рівняння перпендикулярів до прямої 01553  yx , які 

проведені через точки перетину даної прямої з осями координат. 
2.20 Дано рівняння сторін чотирикутника 0 yx , 03  yx , 04  yx , 

0123  yx . Знайти рівняння його діагоналей. 
2.21 Скласти рівняння медіани CM  і висоти CK  трикутника ABC , якщо 

 6;4A ,  0;4B ,  4;1 C . 
2.22 Через точку  2;5P  провести пряму: а) яка відтинає рівні відрізки на 

осях координат; б) паралельну осі Ox ; в) паралельну осі Oy . 
2.23 Записати рівняння прямої, яка проходить через точку  3;2A  і 

складає з віссю Ox  кут: а) 45º; б) 90º; в) 0º. 
2.24 Яку ординату має точка C , яка лежить на одній прямій з точками 

 6;6A  і  1;3 B , і має абсцису, яка дорівнює 3? 
2.25 Через точку перетину прямих 0152  yx  і 074  yx  провести 

пряму, яка ділить відрізок між точками  3;4 A  і  2;1B  у відношенні 
3

2
 . 

2.26 Відомі рівняння двох сторін ромба 0152  yx  і 03452  yx  і 
рівняння однієї з його діагоналей 063  yx . Знайти рівняння другої 
діагоналі. 

2.27 Знайти точку E  перетину медіан трикутника, вершинами якого є 
точки  1;3A ,  5;7B ,  3;5 C . 

2.28 Записати рівняння прямих, які проходять через точку  1;1A  під 
кутом 45º до прямої 632  yx . 

2.29 Дано рівняння висот трикутника ABC  0132  yx , 012  yx  і 
координати його вершини  3;2A . Знайти рівняння сторін AB  і AC  трикутника. 

2.30 Дано рівняння двох сторін паралелограма 02  yx , 01 yx  і 
точка перетину його діагоналей  1;3 M . Знайти рівняння двох інших його 
сторін. 
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Приклад 3 Довести, що прямі 0234  yx  та 01368  yx  паралельні, 
і знайти відстань між ними. 

Розв’язання: 

Перевіримо, чи є прямі паралельними: 
2

1

2

1

6

3

8

4





 . Так як 

виконується рівність, то прямі паралельні.  
Оскільки задані прямі паралельні, то відстань між ними дорівнює, 

наприклад, відстані від довільної точки другої прямої до першої. Знаходимо 

довільну точку на прямій 01368  yx : нехай 0x , тоді 
6

13
y . 

Відстань від точки 





 

6

13
;0M  до прямої 0234  yx  обчислюємо за 

формулою: 

7,1
916

2
6

13
304












d . 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 3 Довести, що прямі паралельні, і знайти відстань між ними: 
3.1 01252  yx  і 011104  yx ; 
3.2 0743  yx  і 01586  yx ; 
3.3 01152  yx  і 017156  yx ; 
3.4 0773  yx  і 0252812  yx ; 
3.5 02265  yx  і 0311210  yx ; 
3.6 0327  yx  і 013142  yx ; 
3.7 0553  yx  і 017159  yx ; 
3.8 02783  yx  і 011166  yx ; 
3.9 03792  yx  і 010276  yx ; 
3.10 01843  yx  і 0412015  yx ; 
3.11 0146  yx  і 023244  yx ; 
3.12 0873  yx  і 016219  yx ; 
3.13 01953  yx  і 021106  yx ; 
3.14 02843  yx  і 07129  yx ; 
3.15 0734  yx  і 01168  yx ; 
3.16 04845  yx  і 051215  yx ; 
3.17 04335  yx  і 0221520  yx ; 
3.18 01527  yx  і 05414  yx ; 
3.19 063  yx  і 032515  yx ; 
3.20 04273  yx  і 0612812  yx ; 
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3.21 01676  yx  і 0211412  yx ; 
3.22 03258  yx  і 0171016  yx ; 
3.23 022116  yx  і 0433318  yx ; 
3.24 027103  yx  і 011309  yx ; 
3.25 03574  yx  і 0622112  yx ; 
3.26 0453  yx  і 013018  yx ; 
3.27 01252  yx  і 0132510  yx ; 
3.28 01734  yx  і 022912  yx ; 
3.29 01675  yx  і 0442115  yx ; 
3.30 015511  yx  і 071022  yx . 
 
Приклад 4 Скласти канонічне рівняння: 
а) еліпса, велика піввісь якого дорівнює 3, а фокус знаходиться в точці 

 0;5F ; 

б) гіперболи з уявною піввіссю, яка дорівнює 2, і фокусом  0;13F ; 
в) параболи, яка має директрису 3x . 

Розв’язання: 

а) канонічне рівняння еліпса має вигляд 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. За умовою задачі 

велика піввісь 3a , 5c . 

Для еліпса виконується рівність 222 cab  . Підставивши до неї відомі 

значення a  і c , знайдемо:   2222 2453 b . 

Отже, шукане канонічне рівняння еліпса: 1
23 2

2

2

2


yx

; 

б) канонічне рівняння гіперболи має вигляд 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. За умовою уявна 

піввісь 2b  і 13c . 

Для гіперболи виконується рівність 222 acb  . Звідки маємо рівність 
222 bca  . Підставивши до неї відомі значення b  і c , знайдемо: 

  2222 39213 a . 

Отже, шукане канонічне рівняння гіперболи 1
23 2

2

2

2


yx

; 

в) канонічне рівняння параболи в даному випадку повинне мати вигляд 

pxy 22  , а рівняння її директриси 
2
p

x  . За умовою задачі рівняння 

директриси 3x . Тому 3
2


p

, звідки 6p  і шукане канонічне рівняння 

параболи має вигляд xy 122  . 
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Завдання за варіантами 
Приклад 4 Скласти канонічне рівняння: 
а) еліпса; 
б) гіперболи; 
в) параболи, 
якщо A , B  – точки, які лежать на кривій, F  – фокус, a  – велика (дійсна) 

піввісь, b  – мала (уявна) піввісь,   – ексцентриситет, kxy   – рівняння 
асимптот гіперболи, D  – директриса кривої, c2  – фокусна відстань. 

4.1 а) 15b ,  0;10F ; б) 13a , 
13
14

 ; в) D : 4x ; 

4.2 а) 2b ,  0;24F ; б) 7a , 
7
85

 ; в) D : 5x ; 

4.3 а)  0;3A , 







3

5
;2B ; б) 

4
3

k , 
4
5

 ; в) D : 2y ; 

4.4 а) 
5
21

 ,  0;5A ; б)  3;80A ,  23;64B ; в) D : 1y ; 

4.5 а) 222 a , 
11

57
 ; б) 

3

2
k , 13102 c ; в) вісь симетрії Ox  і  9;27A ; 

4.6 а) 15b , 
25

10
 ; б) 

4

3
k , 162 a ; в) вісь симетрії Ox  і  8;4 A ; 

4.7 а) 4a ,  0;3F ; б) 102b ,  0;11F ; в) D : 2x ; 

4.8 а) 4b ,  0;9F ; б) 5a , 
5

7
 ; в) D : 6x ; 

4.9 а)  3;0A , 







1;

3

14
B ; б) 

10

21
k , 

10

11
 ; в) D : 4y ; 

4.10 а) 
8

7
 ,  0;8A ; б) 










5

3
;3A , 








6;

5

13
B ; в) D : 4y ; 

4.11 а) 242 a , 
6

22
 ; б) 

3

2
k , 102 c ; в) вісь симетрії Ox  і 

 7;7 A ; 

4.12 а) 2b , 
29

295
 ; б) 

13

12
k , 262 a ; в) вісь симетрії Ox ,  15;5A ; 

4.13 а) 6a ,  0;4F ; б) 3b ,  0;7F ; в) D : 7x ; 

4.14 а) 7b ,  0;5F ; б) 11a , 
11

12
 ; в) D : 10x ; 

4.15 а) 









3

1
;

3

17
A , 








2

1
;

2

21
B ; б) 

2

1
k , 

2

5
 ; в) D : 1y ; 
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4.16 а) 
5

3
 ,  8;0A ; б)  0;6A ,  1;22B ; в) D : 9y ; 

4.17 а) 222 a , 
11

10
 ; б) 

5

11
k , 122 c ; в) вісь симетрії Ox ,  5;7A ; 

4.18 а) 5b , 
13

12
 ; б) 

3

1
k , 62 a ; в) вісь симетрії Oy  і  6;9A ; 

4.19 а) 9a ,  0;7F ; б) 6b ,  0;12F ; в) D : 
4

1
x ; 

4.20 а) 5b ,  0;10F ; б) 9a , 
3

4
 ; в) D : 12x ; 

4.21 а)  2;0 A , 







1;

2

15
B ; б) 

9

102
k , 

9

11
 ; в) D : 5y ; 

4.22 а) 
3

2
 ,  0;6A ; б)  0;8A , 








2;

3

20
B ; в) D : 1y ; 

4.23 а) 502 a , 
5

3
 ; б) 

14

29
k , 302 c ; в) вісь симетрії Oy  і  1;4A ; 

4.24 а) 152b , 
8

7
 ; б) 

6

5
k , 122 a ; в) вісь симетрії Oy ,  23;2A ; 

4.25 а) 13a ,  0;5F ; б) 44b ,  0;7F ; в) D : 
8

3
x ; 

4.26 а) 7b ,  0;13F ; б) 4b ,  0;11F ; в) D : 13x ; 

4.27 а)  0;3A , 







3

40
;1B ; б) 

3

2
k , 

3

15
 ; в) D : 4y ; 

4.28 а) 
6

5
 ,  11;0 A ; б) 








1;

3

32
A ,  0;8B ; в) D : 3y ; 

4.29 а) 302 a , 
15

17
 ; б) 

8

17
k , 182 c ; в) вісь симетрії Oy ,  10;4 A ; 

4.30 а) 22b , 
9

7
 ; б) 

2

2
k , 122 a ; в) вісь симетрії Oy ,  15;45A . 

 
Приклад 5 Записати рівняння кола, яке проходить через фокуси еліпса 

44 22  yx  і має центр в його верхній вершині. 
Розв’язання: 

Для даного еліпса 1
12 2

2

2

2


yx

 верхня вершина має координати  1;0A , 

величини півосей дорівнюють 2a , 1b . Тому 31422  bac  і 

фокуси знаходяться в точках  0;31 F  і  0;32F . 
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Радіус R  шуканого кола обчислюємо за формулою відстані між двома 
точками (відстань від точки A , яка є центром кола до точки 1F  або 2F , які 
знаходяться на колі): 

    2131003 22

21  AFAFR . 

У відповідності до нормального рівняння кола     222 Rbyax  , 
записуємо рівняння кола з центром в точці з координатами  ba;  радіуса R : 

    222 210  yx  або   41 22  yx . 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 5 Записати рівняння кола, яке проходить через вказані точки і має 

центр в точці A . 
5.1 Вершини гіперболи 1561312 22  yx ,  2;0 A . 

5.2 Вершини гіперболи 3694 22  yx ,  4;0A . 

5.3 Фокуси гіперболи 6002524 22  xy ,  8;0 A . 

5.4  0;0O , A  – вершина параболи  432  xy . 

5.5 Фокуси еліпса 1259 22  yx ,  6;0A . 

5.6 Лівий фокус гіперболи 1243 22  yx ,  3;0 A . 

5.7 Фокуси еліпса 1243 22  yx , A  – його верхня вершина. 

5.8 Вершини гіперболи 6416 22  yx ,  2;0 A . 

5.9 Фокуси гіперболи 8054 22  yx ,  4;0 A . 

5.10  0;0O , A  – вершина параболи 
 

2

52 


x
y . 

5.11 Правий фокус еліпса 16174933 22  yx ,  7;1A . 

5.12 Лівий фокус гіперболи 3053 22  yx ,  6;0A . 

5.13 Фокуси еліпса 6564716 22  yx , A  – його нижня вершина. 

5.14 Вершину гіперболи 1892 22  yx ,  4;0A . 

5.15 Фокуси гіперболи 55115 22  yx ,  5;0A . 

5.16  4;1B , A  – вершина параболи 
3

42 


x
y . 

5.17 Лівий фокус еліпса 2173 22  yx ,  3;1 A . 

5.18 Ліву вершину гіперболи 4595 22  yx ,  6;0 A . 

5.19 Фокуси еліпса 6002524 22  yx , A  – його верхня вершина. 

5.20 Праву вершину гіперболи 48163 22  yx ,  3;1A . 

5.21 Лівий фокус гіперболи 6397 22  yx ,  2;1 A . 

5.22  5;2 B , A  – вершина параболи  122  yx . 
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5.23 Правий фокус еліпса 124 22  yx ,  7;2 A . 

5.24 Праву вершину гіперболи 32408140 22  yx ,  5;2A . 

5.25 Фокуси еліпса 9010 22  yx , A  – його нижня вершина. 

5.26 Праву вершину гіперболи 75253 22  yx ,  2;5 A . 

5.27 Фокуси гіперболи 2054 22  yx ,  6;0 A . 

5.28  4;3B , A  – вершина параболи 
4

72 


x
y . 

5.29 Лівий фокус еліпса 8374913 22  yx ,  8;1A . 

5.30 Правий фокус гіперболи 36486457 22  yx ,  8;2A . 
 

Приклад 6 Задано рівняння лінії другого порядку 02054 22  yx . 
Визначити вид кривої, знайти її фокуси, піввісі, ексцентриситет, рівняння 
директрис і асимптот (для гіперболи). Побудувати графік. 

Розв’язання: 

Дане рівняння зводиться до канонічного вигляду: 1
45

22


yx

, або 

1
45

22


yx

, і є рівнянням спряженої гіперболи з дійсною піввіссю 2b , яка 

лежить на осі Oy , і уявною 5a  – на осі Ox . 
Половину фокусної відстані знайдемо з умови 

9222  bac , тому 3c . 
Фокуси 1F  і 2F  спряженої гіперболи лежать 

на осі Oy , їхні координати:  3;0   та  3;0  
відповідно. 

Ексцентриситет: 5,1
b
c . 

Рівняння директрис: 

b

y  , 
3
4

y . 

Рівняння асимптот: x
a
b

y  , xy
5

2
 . 

Графік гіперболи зображено на рисунку 3.3. 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 6 Задано рівняння кривої другого порядку. Виконати такі дії: 
а) визначити за рівнянням вид кривої; 
б) у випадку еліпса знайти величину півосей, координати фокусів, 

ексцентриситет, скласти рівняння директрис; 
в) у випадку гіперболи визначити величину півосей, координати фокусів, 

ексцентриситет, скласти рівняння директрис та асимптот; 

Рисунок 3.3 
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г) у випадку параболи знайти значення параметра, координати фокусів, 
скласти рівняння директриси; 

д) виконати креслення кривої з поданням фокусів, директрис, асимптот (за 
наявності). 

6.1 044 22  yx ; 

6.2 03649 22  yx ; 

6.3 04002516 22  yx ; 

6.4 04002516 22  yx ; 

6.5 10102  yx ; 

6.6 0144169 22  yx ; 

6.7 04002516 22  yx ; 

6.8 442  xy ; 

6.9 05763616 22  yx ; 

6.10 04001625 22  yx ; 

6.11 044 22  yx ; 

6.12 0100254 22  yx ; 

6.13 0324369 22  yx ; 

6.14 03694 22  yx ; 

6.15 02045 22  yx ; 

6.16 0100425 22  yx ; 

6.17 1682  xy ; 

6.18 0144916 22  yx ; 

6.19 099 22  yx ; 

6.20 09003625 22  yx ; 

6.21 03649 22  yx ; 

6.22 03694 22  yx ; 

6.23 24122  yx ; 

6.24 05761636 22  yx ; 

6.25 0144169 22  yx ; 

6.26 02045 22  yx ; 

6.27 0324369 22  yx ; 

6.28 044 22  yx ; 

6.29 09002536 22  yx ; 

6.30 09003625 22  yx . 
 

Приклад 7 Звести рівняння кривої 2226
5

2
xxy   до нормального 

вигляду та побудувати її графік. 
Розв’язання: 

Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату та виконаємо відповідні 
перетворення, привівши рівняння до нормального вигляду: 

2
22 224

5
2







  xxy ;  22 224

25
4

xxy  ; 

 2512425 22  xxy ; 

  02512425 22  xxy  (виділяємо повний квадрат); 

  01001425 22  xy ; 

  1001425 22  xy  (ділимо ліву і праву частину рівності на 100); 

 
1

25

1
2

2

2

2


 yx

 – нормальне рівняння еліпса з центром у точці  0;1  з 

півосями 5 і 2 (рис. 3.4). 
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Завдання за варіантами 

Приклад 7 Звести рівняння кривої до нормального вигляду та побудувати її 
графік. 

7.1 yyx 23
2

3
2 2  ; 

7.2 
4

3
4 2  xxy ; 

7.3 yyx 25
2

3
4 2  ; 

7.4 xxy 24 2  ; 

7.5 3212
2

3 2  xxy ; 

7.6 226
3

1
yyx  ; 

7.7 26
3

2
2 yyx  ; 

7.8 882 2  xxy ; 

7.9 32
2

3
5 2  xxy ; 

7.10 2530
3

1
1 xxy  ; 

7.11 yyx 28
3

5
2 2  ; 

7.12 8424 2  yyx ; 

7.13 2110
2

1

2

1 2  xxy ; 

7.14 xxy 616
5

2
2 2  ; 

7.15 2412
2

1
xxy  ; 

7.16 yyx 3
4

7
1 2  ; 

7.17 172
4

3
1 2  yyx ; 

7.18 262
5

8
7 2  yyx ; 

7.19 xxy 215
2

1
1 2  ; 

7.20 78
3

2
2 2  xxy ; 

7.21 2

2

1

16

15
82 yyx  ; 

7.22 632
4

3
2 2  xxy ; 

7.23 2102 yyx  ; 

7.24 yyx  2

4

3
8

3

4
3 ; 

7.25 xxy 237
6
5 2  ; 

7.26 xxy 429
5
6 2  ; 

7.27 2250
7
4

xxy  ; 

7.28 2420
4
7

xxy  ; 

Рисунок 3.4 



 

61 
 

 

7.29 225
2
7

yyx  ; 7.30 2453
7
3

yyx  . 

 
Приклад 8 Звести рівняння кривої до нормального вигляду та побудувати її 

графік: 074124 22  yxyx . 
Розв’язання: 

Виділимо повні квадрати по змінним x  і y : 

  07434 22  yyxx ;    0742
4

9

2

3
4 2

2




















  yx ; 

  01129
2

3
4 2

2







  yx ; 

  22
2

3
4 2

2







  yx  (ділимо ліву і праву частини рівності на 2); 

 
1

2

2

2
1
2
3

2

2











 


y

x
; 

 
 

1
2

2

2

1

2

3

2

2

2

2




















 


y

x
 – отримуємо нормальне рівняння спряженої 

гіперболи, центр якої знаходиться в точці з координатами 





 2;

2
3

 з півосями 

2

1
 і 2  (рис. 3.5). 

 
 

Рисунок 3.5 
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Завдання за варіантами 
Приклад 8 Звести рівняння кривої до нормального вигляду та побудувати її 

графік. 

8.1 0
4

31
2

2

9

4

9 22  yxyx ; 

8.2 0
16

119
6

8

3

16
2

2

 yxy
x

; 

8.3 0293
4

25

16

25 22  yxyx ; 

8.4 0
4

47
82749 22  yxyx ; 

8.5 0494
4

9 22  yxyx ; 

8.6 0
4

51
622  yxyx ; 

8.7 0
4

23
3422  yxyx ; 

8.8 0
4

151
8949 22  yxyx ; 

8.9 0116164 22  yxyx ; 

8.10 012662  yxy ; 

8.11 0
4

21
622  yxyx ; 

8.12 0
4

9
3422  yxyx ; 

8.13 0
4

119
8949 22  yxyx ; 

8.14 0216164 22  yxyx ; 

8.15 08462  yxy ; 

8.16 0126
4

2
2

 yxy
x

; 

8.17 0494
4

9 22  yxyx ; 

8.18 025682  yxy ; 

8.19 02381849 22  yxyx ; 

8.20 0
16

137
6

8

3

16
2

2

 yxy
x

; 

8.21 0562042  yxx ; 

8.22 024644 22  yxyx ; 

8.23 03181849 22  yxyx ; 

8.24 0366369 22  yxyx ; 

8.25 016162  yxy ; 

8.26 0
8

287
3228 22  yxyx ; 

8.27 0564 22  xyx ; 

8.28 0684 22  yyx ; 

8.29 012222 22  yxyx ; 

8.30 06381664 22  yyx . 
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Розділ 4 
Аналітична геометрія в просторі 

 
Приклад 1 У просторі задані точки  1;3;20M ,  1;2;11 M ,  2;1;32 M , 
 2;3;23 M . Знайти: 
а) рівняння площини 321 MMM ; 
б) рівняння площини, що проходить через точку 0M  паралельно площині 

321 MMM ; 
в) рівняння площини, що проходить через точку 0M  перпендикулярно до 

вектора 31MM ; 
г) відстань від точки 0M  до 321 MMM ; 
д) канонічне рівняння прямої, яка проходить через точки 1M  та 2M ; 
е) параметричне рівняння прямої, яка проходить через точки 1M  та 3M ; 
є) кут між прямими 21MM  і 31MM . 

Розв’язання: 
а) на площині 321 MMM  візьмемо довільну точку  zyxM ,,  і утворимо три 

вектори:  1,2,11  zyxMM ,  1,1,221 MM ,  1,1,331 MM . 

Складемо рівняння площини, записавши визначник: 0

113

112

121




 zyx

. 

Звідки після розкриття визначника за першим рядком одержуємо загальне 
рівняння площини 321 MMM : 01352  zyx ; 

б) оскільки шукана площина   паралельна площині 321 MMM , то 

нормальний вектор цієї площини  1;5;2 n  є також нормальним вектором для 
площини  . 

Тоді рівняння площини  , яка проходить через точку 0M , має вигляд: 
0)1()3(5)2(2  zyx , або 01852  zyx . 

в) щоб записати рівняння площини, яка проходить через точку 0M  

перпендикулярно до вектора 31MM , скористаємось рівнянням, в якому 

координати вектора 31MM  є координатами вектора нормалі: 
0)1()3()2(3  zyx , або 043  zyx ; 

г) відстань від точки  1;3;20M  до площини 321 MMM , заданої рівнянням 
01352  zyx , обчислюємо за формулою: 

30

5

)1(52

1313522
222





d ; 



 

64 
 

 

д) канонічне рівняння прямої, яка проходить через точки 1M  та 2M  будемо 
шукати як рівняння прямої, що проходить через точку 1M  паралельно до 

напрямного вектора 21MM . 

Знайдемо координати вектора 21MM :  1,1,221 MM . 

Тоді канонічне рівняння має вигляд: 
1

1

1

2

2

1









 zyx

. 

е) параметричне рівняння прямої, яка проходить через точки 1M  та 3M  
будемо шукати із канонічного рівняння цієї прямої: 

Розглянемо напрямний вектор прямої  1,1,331 MM  та точку 
 1;2;11 M , тоді канонічне рівняння прямої 31MM  має вигляд: 

1

1

1

2

3

1









 zyx

. 

Прирівняємо до параметру t  кожну із рівностей. Маємо: 


























.
1

1

,
1

2

,
3

1

t
z

t
y

t
x

  

Звідки після перетворень параметричне рівняння прямої 31MM : 













.1

,2

,31

tz

ty

tx

 

є) кут між прямими 21MM (канонічне рівняння прямої – 

1

1

1

2

2

1









 zyx

) і 31MM  (канонічне рівняння прямої – 
1

1

1

2

3

1









 zyx

) 

визначається як кут між їх напрямними векторами. Знайдемо спочатку косинус 
кута між напрямними векторами прямих 21MM  і 31MM , тобто між векторами 

 1;1;21 a  і  1;1;32 a : 
       

       











119114

116

113112

111132
cos

222222
  

11

6

11

6

116

6



 . 

Тоді кут між напрямними векторами, а отже, і між прямими 21MM  і 31MM  
дорівнює: 

11

6
arccos

11

6
arccos 








  . 



 

65 
 

 

Завдання за варіантами 
Приклад 1 У просторі задані точки 0M , 1M , 2M , 3M . Знайти: 
а) рівняння площини 321 MMM ; 
б) рівняння площини, що проходить через точку 0M  паралельно площині 

321 MMM ; 
в) рівняння площини, що проходить через точку 0M  перпендикулярно до 

вектора 31MM ; 
г) відстань від точки 0M  до 321 MMM ; 
д) канонічне рівняння прямої, яка проходить через точки 1M  та 2M ; 
е) параметричне рівняння прямої, яка проходить через точки 1M  та 3M ; 
є) кут між прямими 21MM  і 32MM . 
1.1  1;1;00 M ,  1;0;11M ,  1;6;42M ,  0;1;63 M ; 
1.2  1;1;00M ,  6;0;131 M ,  3;1;102 M ,  3;1;23 M ; 
1.3  1;4;00M ,  2;8;61 M ,  1;10;42 M ,  3;2;03 M ; 
1.4  2;1;00M ,  2;0;21M ,  7;1;82 M ,  1;1;123M ; 
1.5  2;1;00 M ,  8;12;11 M ,  10;11;02 M ,  2;1;03 M ; 
1.6  0;1;10 M ,  1;5;71 M ,  0;13;32 M ,  2;1;13 M ; 
1.7  1;3;10M ,  1;2;01 M ,  6;1;32 M ,  0;3;53 M ; 
1.8  3;2;10M ,  2;3;141 M ,  7;2;92 M ,  1;2;33M ; 
1.9  1;1;30 M ,  5;0;71 M ,  5;1;112 M ,  1;1;13 M ; 
1.10  1;1;00 M ,  1;0;11M ,  1;6;42M ,  0;1;63 M ; 
1.11  1;0;10 M ,  4;1;21 M ,  5;0;112M ,  1;0;13 M ; 
1.12  3;2;20 M ,  2;6;41M ,  3;12;62 M ,  1;0;23 M ; 
1.13  1;2;10 M ,  1;1;21 M ,  4;0;52M ,  2;2;73 M ; 
1.14  0;0;20M ,  1;5;41 M ,  4;0;22 M ,  2;0;23 M ; 
1.15  2;1;30 M ,  0;5;71M ,  2;5;12 M ,  2;1;13 M ; 
1.16  0;1;20M ,  0;2;31M ,  5;3;62M ,  1;1;83 M ; 
1.17  1;5;30M ,  2;9;31 M ,  1;9;72 M ,  3;3;33M ; 
1.18  0;1;10 M ,  1;1;01M ,  4;6;12M ,  6;0;13 M ; 
1.19  6;2;40 M ,  4;4;21 M ,  1;2;42 M ,  2;2;03 M ; 
1.20  1;3;10 M ,  0;7;51 M ,  1;1;52 M ,  1;1;13 M ; 
1.21  3;0;10 M ,  3;1;01M ,  8;2;32M ,  2;0;53M ; 
1.22  3;1;20 M ,  2;2;11 M ,  7;1;22 M ,  1;1;03 M ; 
1.23  2;3;20 M ,  1;7;101M ,  2;0;12 M ,  0;1;23 M ; 
1.24  2;0;10M ,  2;1;01M ,  12;4;12 M ,  0;6;13M ; 
1.25  2;2;30 M ,  0;9;41 M ,  1;9;62 M ,  1;3;23 M ; 
1.26  5;1;20 M ,  3;1;11 M ,  6;2;32 M ,  0;2;13M ; 
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1.27  1;3;20M ,  1;2;11M ,  4;1;22 M ,  2;3;43 M ; 
1.28  1;1;00 M ,  12;4;11 M ,  1;5;02 M ,  1;1;03 M ; 
1.29  2;8;00 M ,  1;4;31 M ,  1;5;22 M ,  6;4;03M ; 
1.30  1;2;00 M ,  4;3;131 M ,  5;2;102 M ,  1;2;23 M . 
 
Приклад 2 Обчислити об’єм піраміди, обмеженої площиною 

030253  zyx  і координатними площинами. Знайти відстань від початку 
координат до площини. Побудувати рисунок. 

Розв’язання: 
Оскільки піраміда прямокутна, то її об’єм зручно обчислюється за 

формулою OCOBOAV 
6

1
, де A , B , C  – точки перетину площини з осями 

координат (рис. 4.1). 
На осі Ox  дорівнюють нулю координати y  і z , 

тому, підставивши у рівняння площини значення 
0y  та 0z , дістанемо 0303 x , або 10x .  
Отже,  0;0;10A  – точка перетину площини з 

віссю Ox .  
Аналогічно визначимо точки перетину площини 

з осями Oy  і Oz  –  0;6;0B  і  15;0;0C . 

Звідси 10OA , 6OB , 15OC  і 

15015610
6

1
V  (куб. од.). 

 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 2 Обчислити об’єм піраміди, обмеженої заданою площиною і 

координатними площинами. Знайти відстань від початку координат до 
площини. Побудувати рисунок. 

2.1 0601234  zyx ; 
2.2 0120345  zyx ; 
2.3 02032  zyx ; 
2.4 012326  zyx ; 
2.5 020254  zyx ; 
2.6 024643  zyx ; 
2.7 020552  zyx ; 
2.8 01243  zyx ; 
2.9 0301032  zyx ; 
2.10 01535  zyx ; 
2.11 01264  zyx ; 

2.12 01427  zyx ; 
2.13 024823  zyx ; 
2.14 02173  zyx ; 
2.15 0824  zyx ; 
2.16 01535  zyx ; 
2.17 018326  zyx ; 
2.18 0105  zyx ; 
2.19 0455159  zyx ; 
2.20 042766  zyx ; 
2.21 0361249  zyx ; 
2.22 0301056  zyx ; 

Рисунок 4.1 
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2.23 04411411  zyx ; 
2.24 0281474  zyx ; 
2.25 0364912  zyx ; 
2.26 018392  zyx ; 

2.27 02613213  zyx ; 
2.28 0141472  zyx ; 
2.29 024346  zyx ; 
2.30 01553  zyx . 

 

Приклад 3 Скласти канонічне рівняння прямої 







.012

,010252

zyx

zyx
. 

Розв’язання: 
Щоб записати канонічне рівняння прямої, достатньо знати координатні 

точки, через яку проходить пряма, і напрямний вектор цієї прямої. 
Нехай 0y , тоді система набуває вигляду  







.04

,01022

zx

zx
 або 








,1

,5

zx

zx
 

Розв’язок останньої системи 2x , 3z .  
Отже точка  3;0;2M  належить шуканій прямій. 
Напрямний вектор знайдемо за формулою  

kji

kji

ban 


 49

121

252  або  1;4;9a . 

Отже, канонічне рівняння прямої: 
1

3

49

2 


 zyx
. 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 3 Скласти канонічне рівняння прямої. 

3.1 







;0622

,01044

zyx

zyx
 

3.2 







;0832

,0632

zyx

zyx
 

3.3 







;0522

,0104

zyx

zyx
 

3.4 







;0824

,02025

zyx

zyx
 

3.5 







;06323

,01236

zyx

zyx
 

3.6 







;01245

,0532

zyx

zyx
 

3.7 







;06322

,0623

zyx

zyx
 

3.8 







;0824

,01426

zyx

zyx
 

3.9 







;032

,0733

zyx

zyx
 

3.10 






;0432

,015432

zyx

zyx
 

3.11 







;072

,0823

zyx

zyx
 

3.12 







;012232

,01024

zyx

zyx
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3.13 







;0324

,0643

zyx

zyx
 

3.14 







;04322

,05232

zyx

zyx
 

3.15 







;0332

,01135

zyx

zyx
 

3.16 







;033

,0226

zyx

zyx
 

3.17 







;0642

,01427

zyx

zyx
 

3.18 







;0622

,01044

zyx

zyx
 

3.19 







;01022

,015243

zyx

zyx
 

3.20 







;0422

,02025

zyx

zyx
 

3.21 







;0724

,0933

zyx

zyx
 

3.22 







;042

,0648

zyx

zyx
 

3.23 







;01635

,01042

zyx

zyx
 

3.24 







;03623

,0242

zyx

zyx
 

3.25 







;04223

,05

zyx

zyx
 

3.26 







;0622

,01242

zyx

zyx
 

3.27 







;0162

,01323

zyx

zyx
 

3.28 







;0842

,0623

zyx

zyx
 

3.29 







;0522

,01163

zyx

zyx
 

3.30 







.0232

,054

zyx

zyx
 

 

Приклад 4 Дано пряма 
1

2

4

1

2

1 





 zyx
, площина .015434  zyx  

Знайти: 
а) точку перетину прямої і площини; 
б) кут між прямою і площиною. 

Розв’язання: 
а) Запишемо рівняння прямої у параметричному вигляді: 

t
zyx










1

2

4

1

2

1
, тоді tx 21 , ty 41 , tz  2 . 

Тепер підставимо значення x , y , z  у рівняння площини: 
      01524413214  ttt ; 

0154812384  ttt ; 
08  t ; 

0t . 
Знаходимо значення для координат, знаючи, що 0t : 

1021 x , 1041 y , 202 z . 
Звідки маємо координати точки:  2;1;1 , яка є точкою перетину заданих 

прямої і площини. 
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б) знайдемо синус кута між напрямним вектором прямої, яка задана 
канонічним рівнянням, та нормальним вектором площини, яка задана 
загальним рівнянням: 

   
   












169161164

4128

434142

413442
sin

222222
  

861

8

4121

8



 . 

Тоді кут між прямою і площиною: 
861

8
arcsin . 

 
Завдання за варіантами 

Приклад 4 Знайти: 
а) точку перетину прямої і площини; 
б) кут між прямою і площиною. 

4.1 
4

1
1
3

1
2 







 zyx

, 01432  zyx ; 

4.2 
5

1
4
5

3
1 






 zyx

, 02052  zyx ; 

4.3 
2

1
4

5
1
1 






 zyx

, 02473  zyx ; 

4.4 
2

3
01

1 


 zyx
, 042  zyx ; 

4.5 
0

2
1
3

1
5 






 zyx

, 01253  zyx ; 

4.6 
2
3

2
2

3
1









 zyx

, 0953  zyx ; 

4.7 
1
1

1
2

2
1









 zyx

, 01752  zyx ; 

4.8 
1

4
0

2
2

1 





 zyx
, 01942  zyx ; 

4.9 
1
4

1
1

1
2









 zyx

, 02332  zyx ; 

4.10 
0

3
0

2
1

2 





 zyx
, 07532  zyx ; 

4.11 
3

2
1
1

2
1 






 zyx

, 01124  zyx ; 

4.12 
1
1

0
1

1
1








 zyx

, 08423  zyx ; 

4.13 
2

3
1

1
1
2 






 zyx

, 022  zyx ; 
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4.14 
3

2
5
2

1
3 






 zyx

, 0345  zyx ; 

4.15 
3

4
1
2

2
2 






 zyx

, 04253  zyx ; 

4.16 
2

4
5

4
1
3 






 zyx

, 04747  zyx ; 

4.17 
5

1
3

1
2

3 





 zyx
, 052732  zyx ; 

4.18 
2

3
3

1
2

3 





 zyx
, 016743  zyx ; 

4.19 
1
4

0
2

2
5









 zyx

, 024452  zyx ; 

4.20 
12

5
5
8

8
1 






 zyx

, 01832  zyx ; 

4.21 
0

5
1
1

1
3 






 zyx

, 01137  zyx ; 

4.22 
2

1
5

3
1
5 






 zyx

, 011573  zyx ; 

4.23 
2

6
1

2
7

1 





 zyx
, 0564  zyx ; 

4.24 
0

8
1
2

1
3 






 zyx

, 025495  zyx ; 

4.25 
3

1
02

1 



 zyx

, 025134  zyx ; 

4.26 
3

5
1

3
6

1 





 zyx
, 03523  zyx ; 

4.27 
2
3

3
1

4
2









 zyx

, 043  zyx ; 

4.28 
2
3

5
2

2
1









 zyx

, 01652  zyx ; 

4.29 
2
2

0
3

1
1








 zyx

, 07273  zyx ; 

4.30 
11

5
3
2

0
3 






 zyx

, 032975  zyx . 

 
Приклад 5 Побудувати дані поверхні та визначити їх вид (назву): 

а) 02
2
1

4
6

22
2

 zy
x

; б) 0
42

3
22

2 
zy

x . 
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Розв’язання: 

а) Зводимо рівняння 02
2
1

4
6

22
2

 zy
x

 до канонічного вигляду. 

Маємо: 1
4

2
112

222


zyx

. 

Отримали рівняння гіперболоїда, зображеного на рисунку 4.2: півосі його 

еліпса 
2
2

OB , 2OC . 

б) Зводимо рівняння 0
42

3
22

2 
zy

x  до канонічного вигляду. Маємо: 

0
1261

222


zyx

. 

Це рівняння конуса другого порядку, орієнтованого таким чином як це 
показано на рисунку 4.3. 

Його перерізи площинами constz   є еліпсами. 
 

 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 5 Побудувати дані поверхні та визначити їх вид (назву): 
5.1 а) 016164 222  zyx ; б) 042  zx ; 

5.2 а) 0993 222  zyx ; б) 022 22  zyx ; 

5.3 а) 020105 222  zyx ; б) 222 54 xzy  ; 

5.4 а) 02484 222  zyx ; б) 22 9zyx  ; 

5.5 а) 06 222  zyx ; б) 2137 222  zyx ; 

5.6 а) 22 48 yxz  ; б) 723694 222  zyx ; 

Рисунок 4.3 Рисунок 4.2 
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5.7 а) 962464 222  zyx ; б) 222 208 xzy  ; 

5.8 а) 040554 222  zyx ; б) 22 35 zxy  ; 

5.9 а)  222 8 zyx  ; б) 1832 222  zyx ; 

5.10 а) xyz 1025 22  ; б) 060354 222  yxz ; 

5.11 а) 021147 222  zyx ; б) 22 42 zxy  ; 

5.12 а) 01236 222  zyx ; б) xzy  22 28 ; 

5.13 а) 032416 222  zyx ; б) 036 222  zyx ; 

5.14 а) 015155 222  zyx ; б) 032  zx ; 

5.15 а) 01866 222  zyx ; б) 033 22  zyx ; 

5.16 а) 021147 222  zyx ; б) 222 62 xzy  ; 

5.17 а) 01863 222  zyx ; б) 22 2 zyx  ; 

5.18 а) 0364 222  zyx ; б) 1234 222  zyx ; 

5.19 а) 224 yxz  ; б) 484123 222  zyx ; 

5.20 а) 601054 222  zyx ; б) 222 147 xzy  ; 

5.21 а) 01669 222  zyx ; б) 22 61015 yxy  ; 

5.22 а)  222 5 zyx  ; б) 3632 222  zyx ; 

5.23 а) xyx 1234 22  ; б) 012243 222  zyx ; 

5.24 а) 03228 222  zyx ; б) 22 34 xzy  ; 

5.25 а) 0126 222  zyx ; б) 22 93 yzx  ; 

5.26 а) 030532 222  zyx ; б) 032 2  zx ; 

5.27 а) 042627 222  zyx ; б) 0542 22  zyx ; 

5.28 а) 0243124 222  zyx ; б) xzy 362 22  ; 

5.29 а) 02793 222  zyx ; б) 22 42 xyz  ; 

5.30 а) 0216327 222  zyx ; б) 42273 222  zyx . 
 
Приклад 6 Звести до нормального вигляду рівняння поверхні 

0132818843 222  zyxzyx  та визначити її назву. 
Розв’язання: 

Виконаємо перетворення лівої частини рівняння, виділивши повні 
квадрати:  

0132818843 222  zyxzyx ; 

      0324271448124963 222  zzyyxx ; 

      0281433 222  zyx . 
Після ділення обох частин рівняння на 24 отримуємо: 
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Дане рівняння визначає конус з вершиною у точці  2;1;3  . 
 

Завдання за варіантами 
Приклад 6 Звести до нормального вигляду рівняння поверхні та визначити 

її назву. 
6.1 03298436 222  zyyx ; 

6.2 064442 22  zyxyx ; 

6.3 084416 222  zxzyx ; 

6.4 072463 22  zxyx ; 

6.5 04042444 22  zyxyx ; 

6.6 04642222  zyxzyx ; 

6.7 01424222  zyxzyx ; 

6.8 09226222  zyxzyx ; 

6.9 04444222  zyxzyx ; 

6.10 024824 222  zxzyx ; 

6.11 016812244312 222  zyxzyx ; 

6.12 0644824 222  zyxzyx ; 

6.13 03672363694 222  zyzyx ; 

6.14 0421293 222  yxzyx ; 

6.15 0120455 222  zxzyx ; 

6.16 01288443 222  zyzyx ; 

6.17 0146623 222  yxzyx ; 

6.18 01443 222  zxzyx ; 

6.19 0231883694 222  yxzyx ; 

6.20 0122081052 222  zxzyx ; 

6.21 02121644 222  yxzyx ; 

6.22 01921879 222  yxzyx ; 

6.23 02241222 222  yxzyx ; 

6.24 023281644 222  zyxzyx ; 

6.25 0112824 222  zyzyx ; 

6.26 016242 22  zyxyx ; 

6.27 012081045 22  zyxyx ; 
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6.28 052361649 22  zyyx ; 

6.29 04444 22  zyyx ; 

6.30 0742164 22  zyxyx . 
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