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ЗНАЙОМСТВО ЗДОБУВАЧІВ ОСВІТИ З ПОБУДОВОЮ 
НЕПЕРЕРВНОГО ВІДОБРАЖЕННЯ ДОСКОНАЛОЇ  

КАНТОРОВОЇ МНОЖИНИ НА ВІДРІЗОК 
 

Соломатіна Я.Б. 
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спеціальності 014 Середня освіта 
освітньо-професійної програми «Середня освіта (Математика)»   

другого (магістерського) рівня вищої освіти 
факультету комп’ютерних наук, фізики та математики 

Херсонський державний університет 
м. Івано-Франківськ, Україна 

 
Вступ. У математиці однією з важливих тем є дослідження досконалої 

канторової множини.  
Ця множина є класичним прикладом множини, яка має особливі 

топологічні властивості, і її відображення на інші множини є предметом 
численних досліджень. У цій статті пропонується ознайомлення здобувачів 
освіти з одним із варіантів побудови відображення канторової множини на 
відрізок [0, 1], яке має значення для розуміння складних топологічних структур 
та їх застосувань. 

Мета роботи. Метою роботи є ознайомлення здобувачів освіти з 
основними концепціями побудови неперервного відображення досконалої 
канторової множини на відрізок. Робота передбачає пояснення теоретичних 
аспектів, методів конструкції таких відображень та аналіз їх властивостей. 

Матеріали та методи. Для досягнення поставленої мети були використані 
наступні матеріали та методи: 

 Теоретичні джерела: наукові статті, монографії, та підручники з 
топології та теорії множин, які описують концепцію досконалих канторових 
множин та їх неперервних відображень. 

 Метод побудови: конструктивний метод побудови неперервного 
відображення на основі опису ітераційних процедур та алгоритмів. 

 Аналіз: використання трійкової системи для побудування вказаного 
неперервного відображення; демонстрація учням застосування геометричних 
прогресій для обчислення певних значень побудованого відображення. 

Методика включала: 
1. Інтуїтивне пояснення досконалої канторової множини 
 Історичний контекст: ознайомлення учнів з історією Кантора і його 

відкриттям. Це допоможе учням зрозуміти значення і важливість цієї множини в 
математиці. 

 Візуалізація: визначення канторової множини як результату 
нескінченного процесу видалення середніх частин з відповідних відрізків. 
Можна використовувати графічні зображення, щоб показати, як множина 
"ріжеться" і які частини "залишаються" на кожному етапі. 
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2. Пояснення неперервного відображення 
Ознайомлюючись з поняттям неперервного відображення здобувачі освіти 

мають зрозуміти що таке відображення деформує простір, не розриваючи його, 
при цьому окремі точки або частини простору можуть склеїтися (поєднатися), 
але близькі точки залишаються близькими. 

 Загальні властивості неперервних функцій:  
1. Досконалість 
 Визначення: Досконала множина — замкнута множина, що не має 

ізольованих точок, тобто така, що збігається з множиною своїх граничних точок. 
[1] 

 Конструкція: Для побудови досконалої канторової множини 
використовується процес ітераційного видалення. Розпочинаючи з відрізка [0, 1], 
видаляються середні частини на кожному етапі, залишаючи усе більше і більше 
точок у новоутворених відрізках. 

2. Фрактальна структура 
 Визначення: Досконала канторова множина має фрактальну природу, 

що означає, що вона є самоподібною, тобто її частини є копіями самої себе в 
зменшеному масштабі. 

3. Компактність 
 Визначення: Множина М метричного простору (X, 𝑝 ) називається 

компактною, якщо із всякого її покриття відкритими множинами можна виділити 
скінчене підпокриття. 

Досконала канторова множина є компактною, тобто кожне її відкрите 
покриття має скінченне підпокриття. 

 Властивості: Компактність важлива для забезпечення існування 
неперервного відображення, оскільки компактні множини мають властивість, що 
всі їх неперервні відображення є обмеженими і досягають своїх крайніх значень. 
[3] 

4. Наявність внутрішніх точок 
 Визначення: У досконалій канторовій множині немає внутрішніх точок, 

оскільки в ній немає жодної точки, яка б мала окіл, що повністю належить до цієї 
множини. 

 Властивості: Це важливо для забезпечення неперервності відображення, 
оскільки досконала канторова множина не має властивостей, які б принципово 
могли призвести до розривів у відображенні. 

3. Побудова канторової множини 
1. Початковий відрізок 
Візьмемо  відрізок [0,1] на числовій прямій. Це буде наш початковий 

об'єкт, з якого ми почнемо побудову досконалої канторової множини. 
2. Перше видалення 
 Розділення: Розділімо відрізок [0,1] на три рівні частини. Це створює три 

підінтервали: [0,1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1]. 
 Видалення середнього: Видаляємо відкритий середній інтервал [1/3, 

2/3]. Після цього залишаться два закриті інтервали: [0, 1/3], [2/3, 1].  
3. Наступні ітерації 



48 

 Повторення процесу: На кожному наступному етапі розділяємо кожен з 
залишених інтервалів на три рівні частини та видаляємо середній інтервал. 
Тобто, кожен з залишених інтервалів знову поділяється на три частини, і знову 
видаляється середній інтервал. 

4. Формування канторової множини 
 Нескінчений процес:  Цей процес можна повторювати нескінченно. 

На кожному кроці буде більше інтервалів, що залишаються, але кожен з них буде 
коротший, і середній інтервал буде видалений. 

 Досконала множина: В результаті нескінченного повторення цього 
процесу, отримаємо досконалу канторову множину С.  

4. Побудова неперервного відображення 
Легко перевірити, що множині С належать ті і лише ті числа x, 0 ≤ х ≤ 1, 

які можна записати хоча б одним способом, у вигляді трійкового дробу так, щоб 
у послідовності аଵ, аଶ, … , а௡, .. жодного разу не зустрічалася одиниця. 

Отже кожній точці х ∈ С можна поставити у відповідність послідовність 
аଵ, аଶ, … , а௡, . ., де а௡ дорівнює 0 або 2.  

Сукупність таких послідовностей утворює множину континуум. Це можна 
перевірити підставивши у відповідність кожній послідовності а௡ послідовність 
𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡, .., де 𝑏௡=0, якщо а௡ = 0 і 𝑏௡=1, якщо а௡ = 2. Послідовність а௡ можна 
розглядати як запис деякого дійсного числа y,    

 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, у вигляді двійкового дробу. [2] 
Побудуємо відображення канторової досконалої множини С на відрізок [0, 

1]. Як відомо, канторова досконала множина складається з точок, які можна 
записати за допомогою трійкової системи, використовуючи лише цифри 0 і 2. 

Візьмемо точку а ∈ С; також зазначимо, що точка a визначає нескінчену 
послідовність  (𝑎і), де 𝑎і ∈ {0; 2}. Щоб визначити відображення, всі елементи 
послідовності (𝑎і) помножимо на ½. Таким чином, отримуємо послідовність (𝑏і), 
таку, що 𝑏і ∈ {0; 1}.Якщо вказану послідовність (𝑏і) розглядати як двійковий 
запис, координати точки відрізка [0, 1], то отримуємо шукане відображення.  

𝑎 = ∑
௔೔

ଷ೔
ஶ
௜ୀଵ → 𝑏 = ∑

௕೔

ଶ೔
ஶ
௜ୀଵ . 

Отже, ми побудували відображення множини С на відрізок [0, 1]. Звідси 
випливає ще одне доведення, що канторова множина має потужність континуум, 
тобто містить стільки ж точок, скільки і весь відрізок [0, 1].  

З цим фактом також цікаво порівняти наступний результат: сума довжин 
1/3+2/9+4/27+… усіх викинутих інтервалів становить точно одиницю.[5] 

5. Графічні та наочні матеріали 
Графіки: Використовування графіків для візуалізації відображення, щоб 

показати, як досконала канторова множина перетворюється на відрізок за 
допомогою конкретних функцій.[6] 

Результати та обговорення. Було показано, що існує неперервне 
відображення досконалої канторової множини на відрізок [0, 1], яке можна 
побудувати через ітераційний процес. В результаті отримано конструкцію, яка є 
неперервним відображенням, що співставляє кожному елементу досконалої 
канторової множини точку відрізка [0, 1]. 
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Було показано та визначено властивості досконалої канторової множини та 
ретельний процес її побудови. 

Висновок. У даній роботі представлено метод побудови неперервного 
відображення досконалої канторової множини на відрізок [0, 1]. Показано, що 
така побудова можлива завдяки використанню ітераційних процедур та 
конструктивних методів. Здобувачі освіти мали можливість переконатися, що 
побудоване неперервне відображення є корисним інструментом для розуміння 
структури досконалої канторової множини та її топологічних властивостей. 
Обговорено, як ці властивості відображення можуть бути використані для 
подальших досліджень у галузі топології та теорії множин, зокрема у контексті 
фрактальних структур та їх застосувань у різних галузях науки. 
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